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Um pouco de calculo 1

UM POUCO DE
CALCULO

1.1 Introducgéo aos vetores

Existem grandezas fisicas que podem ser especificadas fornecendo-se
apenas um numero. Assim, por exemplo, quando dizemos que a temperatura
de uma sala ¢ de 20 °C temos a informagio completa, ndo sendo necessario
nenhum dado adicional. Grandezas deste tipo sdo conhecidas como escalares.
Por outro lado, se estivermos discutindo o deslocamento de um corpo, é
necessario indicar a distdncia percorrida entre dois pontos, a direcdo e o
sentido do deslocamento. A grandeza que descreve este movimento ¢
denominada de vetor e sera o objeto de estudo desta se¢do. Existem ainda
grandezas chamadas fensores que necessitam de um namero maior de
informacdes, em geral dadas na forma de matrizes, que fogem a abrangéncia
deste texto.

Geometricamente, os vetores sdo representados por uma seta, cujo
comprimento ¢ chamado de modulo (escolhendo-se uma determinada escala).
A direcdo e o sentido da seta fornecem a direcdo e sentido do vetor.
Usualmente, ele ¢ representado por uma letra em negrito (a, AB, etc.) ou com
uma seta sobre a letra (a, p}g, etc.). Por outro lado, o modulo do vetor é
representado apenas por uma letra ou com o vetor colocado entre barras (a,
|€1 , | aB |, etc)

Consideremos uma particula deslocando-se de A para B. Este

deslocamento ¢ representado por uma seta indo de A até B, como a mostrada
na Fig. 1.1(a). O caminho efetivamente seguido pela particula pode nao
coincidir com o seu deslocamento (vetor), conforme ilustra a Fig. 1.1(b). Se
considerarmos pontos intermediarios (P), tais como o mostrado na Fig. 1.1(c),
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2 Um pouco de calculo

poderemos eventualmente mapear o trajeto, porém a soma resultante sera
sempre o vetor IB , caracterizado pelo seu modulo (comprimento), diregdo e
sentido. As grandezas vetoriais combinam-se segundo determinadas regras.
Assim, no deslocamento da Fig. 1.1 definimos a operac¢do soma de vetores,

- - — . :
AP+ PB = AB, que veremos com mais detalhes a seguir.

B B B

A A A

(a) (b) (c)
Fig. 1.1 - (@) Vetor descrevendo o deslocamento de uma particula entre os pontos A e

B, (b) trajetoria real da particula e (c) soma de deslocamentos.

Consideremos os vetores @ e b mostrados na F ig. 1.2. O resultado da
adi¢do destes dois vetores ¢ a resultante T, denotada por T =a +b. O
procedimento empregado para efetuar a adi¢do geométrica de vetores pode ser
intuido a partir da Fig. 1.1 e € o seguinte: traga-se (em escala) o vetor a € em
seguida o vetor b com a origem na extremidade de a . Une-se a extremidade
final de b com a origem de a e assim temos o vetor soma T, como ilustrado
na Fig. 1.2.

Fig. 1.2 - Adicao geométrica dos vetores a e b.

Usando este procedimento geométrico para a adigdo de vetores, vemos
que esta satisfaz as propriedades comutativa: a+b=b+a e associativa:
(@a+b)+c=a+(b+c), como indicado na Fig. 1.3.

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecdnica, calor e ondas



Um pouco de calculo 3

A subtracdo de vetores é facilmente introduzida definindo-se o
“negativo” de um vetor como sendo o vetor com sentido oposto ao original.
Assim, a—b=4a+ (—B) , como ilustrado na Fig. 1.4. Note que tanto a adigdo
como a subtragdo podem ser representadas simultaneamente pela construgdo
do paralelogramo representado na Fig. 1.5.

(a)

/
\\m

~b

Fig. 1.4 - Subtracao geométrica dos vetores a e b .

b

Fig. 1.5 - Regra do paralelogramo para a adicio e subtragio geométrica dos vetores
aeb.

A adicdo geométrica de vetores tridimensionais ¢ muito mais dificil e para

evita-la costuma-se utilizar o método analitico, que consiste na decomposigédo

espacial dos vetores ¢ na manipulagdo individual de seus componentes. A
decomposicao de um vetor s6 pode ser efetuada com relagdo a um sistema de
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4 Um pouco de calculo

coordenadas de orienta¢do conhecida no espago. Considere a decomposigdo de
um vetor no plano, conforme mostra a Fig. 1.6, onde 0 ¢é o angulo entre a e
0 semi-eixo positivo x. Dependendo do angulo 0, as componentes podem ser
positivas ou negativas. Por defini¢do, este angulo aumenta quando o vetor
roda no sentido anti-horario. O conhecimento dos componentes de um vetor €
suficiente para especifica-lo completamente, além de possibilitar a
manipulagdo matematica simultdnea de varios vetores. De acordo com a Fig.
1.6 temos a, =a cosO e a, = a sen0, de onde sai que:

a|=a=,/al +a’

tg 6 = ay/a,
y
ayl 3 E
N
Ay X

Fig. 1.6 - Decomposicio do vetor & num sistema de coordenadas cartesianas.

Muitas vezes é conveniente a introducdo de um vetor de modulo
unitario, chamado versor, na dire¢cdo de um determinado vetor, que pode entdo
ser escrito como a = ag,. Assim separamos o modulo do vetor (a) de sua
dire¢do e sentido (€,). Da mesma forma, é conveniente tragar versores
paralelos aos eixos do sistema de coordenadas escolhido, como mostra a Fig.
1.7. Normalmente, no sistema de coordenadas cartesianas eles sdo chamados
de i,} e k.

Costumamos dizer que estes versores formam uma base completa
porque qualquer vetor pode ser expresso como combinagdo linear deles, da
forma:

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecdnica, calor e ondas



Um pouco de calculo 5

(<1

=a,i+a j+ak

Fig. 1.7 - Versores no sistema de coordenadas cartesianas.

onde a i, a j e a,k sdo denominadas de componentes vetoriais do vetor a .

Note que se estivermos tratando com vetores contidos no plano xy, temos a, =
0. A soma analitica de vetores pode ser efetuada da forma:

f=d+b= (axf +ay3+ azﬁ)+ (bxi +by3+bzf<)

=(a, +bx)§+(ay+by)]'+(az +bz)f<=rx§+ry3+rzf<

Assim, r, = a,t+ by, ry = ay+ by, r,= a,+ b,. Logo: “O vetor resultante tem como
componentes a soma das respectivas componentes dos vetores individuais”.
Como exemplo, considere 3 vetores coplanares dados por: a =2i —1j,

b=3i+2j e ¢ =—1.5i. As componentes do vetor resultante sio: r,=2 + 3 -
1.5=35er,=-1+2+0=1, de modo que T = 3.51+13. O angulo 6 pode
ser encontrado de acordo com:
tg 0 =r1,/r,=1/3.5=0.286 = 0 =15.9"
e o modulo ¢é:
{=r=+(3.5) +1=3.64

Uma operagdo que veremos aparecer com freqii€éncia nos proximos
capitulos é a multiplica¢do envolvendo vetores, que pode ser de trés tipos:

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecdnica, calor e ondas



6 Um pouco de calculo

a) Multiplica¢do de um vetor por um escalar - resulta num outro vetor paralelo

ao primeiro, porém com o moédulo multiplicado por uma constante. Se esta
constante for negativa existe a inversdo do sentido do vetor.

b) Produto escalar - o produto escalar entre & ¢ b resulta num namero (e néo
num vetor) que ¢ definido como ab=ab cos@ , onde ¢ ¢ o angulo entre eles.
Geometricamente, temos o produto do modulo de um vetor pela proje¢do do
outro sobre si. Este tipo de produto aparece no calculo do trabalho mecanico,

poténcia de uma forga, etc.

o)

¢

b

Fig. 1.8 - Produto escalar entre dois vetores @ e b .

¢) Produto vetorial — E representado por ¢=axb. O vetor resultante tem o

modulo dado por ¢ = ab seno, e dire¢do perpendicular ao plano que contém a
e b. Novamente, ¢ ¢ o angulo entre a2 e b. O sentido de ¢ pode ser
determinado pela regra da mao direita, ilustrada na Fig. 1.9. Usa-se a seguinte
receita: “Empurre com as pontas dos dedos o vetor a no sentido de superpo-

lo ao vetor b . O polegar indicard o sentido do vetor ¢”.

ol

Fig. 1.9 - Regra da mdo direita para a realizagdo do produto vetorial.

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecdnica, calor e ondas



Um pouco de calculo 7

Ao contrario do produto escalar, o produto vetorial ndo ¢ comutativo,
isto é, ele muda de sinal ao mudarmos a ordem dos vetores, isto ¢,

a x b=—b x a. Este fato pode ser comprovado pela regra da mao direita.
Algumas propriedades interessantes dos produtos escalar e vetorial sdo:

1. distributiva (escalar): a.(b+c)=ab + a.¢

2. distributiva (vetorial): ax( b+ ¢)=a xb + @x¢

3. produto misto: ﬁ.(BxE)zB.(Exﬁ)z E.(EXB)
4. duplo produto vetorial: ax(bxc¢)=(a.¢)b—(a.b)é

Para o célculo do produto vetorial, notamos que: ixi = jxj =
= kxk =0, pois o angulo entre dois vetores iguais é nulo e

ixj=k Jjxk=1 e kxi=]j, como pode ser visto pela regra da mio
direita. Vejamos a seguir alguns exemplos de multiplicagdo vetorial.

() =41 e b=2] = axb=8k
Ga=2i+3 e b=1ij = axB:(2i+3j)xGi—j)=
A 3~ 2 AN 7
=ixi-2ixj +=jxi-3jxj=-—k.
J 2] AR >
Uma outra maneira de se fazer o produto vetorial é pelo uso de

matrizes. Considere @ =21 + 33' ~k e b=i- 3'+ 2Kk . Podemos calcular o
vetor resultante pela co-fatora da matriz:

A

1
2
1

o)
X

ol
I

=(6-1)i-(4+1)j+(-2-3)k=5(1-]j-k)

—_ 0 o
| \S S

Este mesmo resultado pode ser encontrado utilizando-se a propriedade
distributiva (vetorial).
A variacdo dos vetores é um fato extremamente importante. Vamos

analisar, por exemplo, o0 movimento circular uniforme, esquematizado na Fig.
1.10.

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecdnica, calor e ondas



Um pouco de calculo

AS's

are
N

L

Fig. 1.10 - Representagdo do movimento circular.

Durante um intervalo de tempo At extremamente curto (infinitesimal), a
distancia percorrida ¢ As = or At. O vetor velocidade é dado por:

vV =AS/At
e para calcula-lo tomamos, de acordo com a Fig. 1.10:
AS =T, — T =rcos(mt + ®At) i+ rsen (ot + coAt)}

—rcosot i —rsenot j = r[cos ot cos wAt —sen ot sen oAt] i

+r [sen ot cos WAt + cos ot sen O)At] 3 —rcosot 1 —rsen ot 3

Para At muito pequeno (At—>0) temos coswAt=1 e
sen WAt ~ At , e assim,

AS = —roAtsen ot i + roAtcosot ] = V=—-rosen ot i + rocos ot j

Desta forma, a varia¢do temporal do vetor posi¢do T nos leva a um
vetor velocidade v que ¢ tangencial a orbita do movimento circular. Note que
se definirmos um vetor ® = wk , podemos escrever

1 ] k
v=| 0 0 ® |=-orsenwti+ orcosmt j
rcosmt rsenmt 0

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecdnica, calor e ondas



Um pouco de calculo 9

Como vemos, o conhecimento de como as grandezas fisicas variam ¢ tdo
importante quanto o conhecimento da propria grandeza. Como o vetor €
caracterizado pelo médulo, diregdo e sentido, ele apresentara variagdo sempre
que um destes elementos mudar. Podemos ter:

a) Variag¢do do modulo, como indicado na Fig. 1.11:

v Av

Av=v,-v,

v,
Fig. 1.11 — Variagdo do médulo de um vetor .

b) Variagdo da dire¢do, como no movimento circular visto anteriormente:

Fig. 1.12 - Variagdo da direcdo de um vetor .

Este tipo de calculo que fizemos, considerando a variagdo do vetor em
intervalos pequenos, ¢ extremamente util em Fisica e nos leva ao chamado
calculo infinitesimal (valido quando At — 0). Abordaremos este topico a
seguir.

1.2 Introducgéo as derivadas

Em Fisica, a manipulagdo matematica das varias grandezas € tdo
importante quanto o conhecimento da propria grandeza. Nem sempre as
operagdes elementares de algebra sdo suficientes para tais manipulacdes,
sendo necessaria a introdu¢do de novas operagdes e conceitos matematicos.
Dentre estes, sdo de extrema importancia os de derivada e integral.

Como ilustragdo, consideremos um corpo que se desloca a uma
distancia Ad num intervalo de tempo At. Com estes dados, o maximo que

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecdnica, calor e ondas



10 Um pouco de calculo

podemos fazer ¢é calcular a velocidade média do corpo no intervalo
mencionado. Se quisermos conhecer a velocidade instantinea do corpo num
determinado ponto de sua trajetoria, deveremos analisar seu comportamento
nas vizinhangas deste ponto e tdo mais exata sera a resposta quanto mais
limitada for a vizinhanga. E comum nesta situagdo que descrevemos
encontrarmos divisdes de ntiimeros quase nulos e, neste caso, tais divisdes
devem ser feitas de uma maneira especial.

Vamos iniciar a abordagem deste assunto pelo conceito intuitivo de
limite. Consideremos a fungdo f (X)z 4x2 +1. Queremos estudar seu
comportamento quando a variavel x assume valores cada vez mais proximos
de 1. Para isto, vamos construir a seguinte tabela:

X f(x) X f(x)
0.6 2.44 1.4 8.84
0.7 2.96 1.3 7.76
0.8 3.56 1.2 6.76
0.9 4.24 1.1 5.84
0.95 4.61 1.01 5.08
0.99 4.92 1.001 5.008

Ela mostra claramente que quando x tende a 1, f(x) tende a 5 e estara
mais proximo de 5 quanto menor for a diferenca entre x e 1. Este fato ¢
expresso matematicamente da seguinte forma:

lim,_,f(x)=5

x—1

que quer dizer que “o limite da fungdo f(x) quando x tende a 1 ¢ 5. Outros
exemplos que podemos citar sdo:

lim_,2x-1=1

x—1

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecdnica, calor e ondas



Um pouco de calculo 11

1

lim,_,,~-= o0

lim_ (1+1/x)=1

X—>00

Para fungdes polinomiais, isto €, fun¢des que tenham dependéncia do
tipo x", vale a seguinte propriedade:

lim,__ f(x)=f(c)

Existem outros limites que s@o um pouco mais dificeis de serem

demonstrados e que sdo melhor discutidos nos livros de Calculo. Por exemplo

limxﬁo(sen Xj =1

X

temos:

lim_ (1+1/x) =e=2.718...

X—0

Vamos a seguir usar o conceito de limite para introduzir a operagdo de
diferenciagdo (derivadas). Seja a fungdo f(x) definida num intervalo do eixo x,
no qual o ponto X, estd contido, como mostra a Fig. 1.13. Chamaremos de

razdo incremental da fungdo f(x) relativa ao ponto X, a quantidade:

£x)—£(x,)

X=X,

A f(X)

f(x)-f(xo)

A

v

Xo

ko
=

Fig. 1.13 - Definicdo da razdo incremental.
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12 Um pouco de calculo

A razdo incremental da fun¢do f(x) representa o quanto a fungdo ¢
incrementada quando x ¢ variado de X, a x. Esta razdo pode ser positiva,
negativa ou nula dependendo se a fungio é crescente, decrescente ou constante
no intervalo considerado. A derivada de uma funcio ¢é definida como:

f(x)—f(xo)}

X=X,

£(x,) = limxﬂo{

E também comum escrevermos f'(x,) = df /dx . Fazendo x = x, +

AX, temos:

f(x, + Ax)— f(xo)}

f'(XO) = 1imAx—>o|: AX

A derivada da fungdo num ponto representa a taxa de variagdo da
funcdo ao nos afastarmos deste ponto. Vamos, a seguir, obter a derivada de

algumas fungdes.

f(x +Ax)—f(x) _ (x +Ax) +3(x + Ax)—x2 - 3x
Ax Ax

D fx)=x"+3x =

2 2 w2 _
_X +2XAX + Ax2 +3x +3AX —X 3X=2x+3+Ax

AX

Logo: f'(x)=1lim, _,(2x+3+Ax)=2x+3

f(x+Ax)—f(x) _ Vx +Ax —/x

AX AX

(\/X+AX—\/;)(\/X+AX+\/;)_ X +Ax —X 1

B Ax (\/X+AX+\/;)_AX(\/X+AX+\/;) Jx + Ax +/x

1 1

Bassim, {60 =i, =

2) f(x)=/x

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecdnica, calor e ondas



Um pouco de calculo 13

f(x + Ax)—f(x) B cos(x + Ax)—cos X
Ax - Ax

=— sen(x + %) T_TSGIZE;A/);/ 2)

onde utilizamos cos(a+b) - cos(a-b) = -2 sena senb, com a =x + Ax/2 e b =
Ax/2. Desta forma temos:

f'(x)=lim, ., {— sen(x + %)%i(xi/z/%)} =—senx

Geometricamente, podemos verificar que a derivada da fungdo f(x)

3) f(x) =cosx =

num determinado ponto x, representa a tangente do angulo formado pela reta
tangente a curva em X, com o eixo das abcissas (x). Este fato esta ilustrado na
Fig. 1.14. E facil verificar quando fazemos x tender a x,, a reta que passa por

estes dois pontos confunde-se cada vez mais com a tangente a curva no ponto

Xo. Logo:
f'(x,)=lim, f(x)?:i( ) _ tg o
0
“f(x)
= tangente
f(xo) -~ -~ -2 :

X0 X

Fig. 1.14 — Interpretacio geométrica da derivada.

Uma vez visto o significado matematico da derivada, passemos a
apresentacdo de certas regras que facilitam bastante os calculos:

1) funcdo constante: f(X) =c= df =0
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14 Um pouco de calculo

2) funcdo poténcia: f(x)=x" = f '(x) =nx""! (regra do tombo)
3) funcdo soma: f(x) =u(x) + v(x) = /(x) =u’(X) + v’(x)
Ex. fx)=x'—x’+3x*+ 1 = f(x) =4x’ - 3x° + 6x

4) funcdo produto: f(x) = u(x). v(x) = (x) =1’ (x) v(x) + u(x). v’(x)
Ex.: f(x) = 3x’(4x+1) = f(x) = 6x (4x+1) + 3x*(4)

5) funcdo quociente: f(X) =u(x)/v(x) =

u'(x)v(x)— u(x)v'(x)
v(x)

6) funcoes trigonométricas:
f(x)=senx = f'(x)=cosx

f1(x) =

f(x) =cos x = f’(x) =-sen x
f(x) =tg x = £(x) = sec’x

7) funcdo exponencial: f(x)=a" = f’(x) =a" /na

Todas estas propriedades que acabamos de mencionar podem ser
demonstradas a partir da definicdo da derivada em termos da razdo
incremental. Demonstraremos aqui apenas uma delas, a da fung@o produto f(x)
= u(x) v(x), e deixaremos as outras para o curso de Calculo. Neste caso
temos:

f(x + Ax)— f(x) _ u(x + Ax) v(x + Ax)—u(x) v(x)
Ax Ax
_ u(x + Ax) V(x + Ax)— u(x)v(x)— u(x + Ax) V(x)+ u(x + Ax)v(x)
Ax
_ u(x + Ax)[v(x + Ax) - v(x )] + V(x)[u(x +AX)— u(x)]
Ax

Tomando o limite para Ax tendendo a zero:
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F =tim, . futrs a0 200
+1lim,, {V(X) [u(x + AAXX)_ u(x)]}

de onde obtemos: f'(x) = u(x) V'(x)+ V(x) u'(x)

Regra da cadeia: Muitas vezes, durante o uso de derivadas em Fisica,

encontramos a situagdo em que F(x)=g(y), com y = f(x), o que
corresponde a chamada fung¢do composta, isto é, fungdo de uma outra funcgao.
Por exemplo, F(x) = sen (x°), de onde temos g(y) = siny e y = x". Neste caso,

devemos usar a regra da cadeia, dada por:

dF _dgdy
dx dydx

No presente exemplo F(x) = sen x>, com g(y) = siny e y = x°. Logo,
dg/dy = cosy e dy/dx =2x = F'(x) = 2x cos(x?)

Tomemos um outro exemplo onde F(x)=(1+2x2+3x3)4.
Chamando y =1+ 2x2 +3x3 , temos g(y) =y* de forma que a derivada é:
F’(x) = 4y’ (4x + 9x°) = 4(1+2x” + 3x°)’ (4x + 9x7)

1.3 Integracao

Como acabamos de ver, conhecendo-se a fungio f(x) é possivel
calcular sua taxa de variagdo f’(x) (derivada). Uma pergunta logica a ser feita
neste ponto é: conhecendo-se f'(x) é possivel encontrar-se f(x), ou em outras
palavras, existe a operag@o inversa, ou anti-derivada? A resposta € sim e a
operagdo inversa denominada integracao sera discutida a seguir de uma forma
bastante intuitiva, deixando-se o rigor matematico para o curso de Calculo.

Vamos considerar a fun¢do f(x) mostrada na Fig. 1.15 e supor
conhecidas as derivadas em todos os pontos x (X, X;, Xa, ...). Pela defini¢ao de

taxa de variacdo (ou razdo incremental) temos:
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16 Um pouco de calculo

A f(x)
taxa 3 X
taxa 2 i
taxa 1 | :

Fig. 1.15 — Funcdo f(x) %@l par&u der¥anstrd&iio da operagdio invésa da derivada.

f(x,) —f(x,)

X =Xy

= taxa l

tal que f(x;) = f(x¢) + taxa 1.(x; — Xg). Assim, conhecendo-se a taxa de
variagdo e a fung@o no ponto X, temos condi¢des de determinar a funcdo no
ponto x;. Da mesma forma, conhecendo-se a fungdo no ponto x; ¢ a taxa 2,
que ¢ a taxa entre X; € X,, podemos determinar a fun¢ao em X,. Se dividirmos o
eixo X em varios intervalos sucessivos nos quais conhecemos a taxa de

variagdo da fungdo f(x), podemos mostrar que:
f(x,) = f(Xp) + taxa 1.(X; — Xo) + taxa 2.(X; — X;) + ... taxa n.(X, — Xp.1)

de forma que podemos encontrar a funcio f(x) e sabermos as varias taxas de
variagdo ao longo do eixo x. Vamos, a seguir, tomar todos os intervalos com o

mesmo tamanho, ou seja:
X1 —X0=X2—X| = ... =Xy — Xp1 = AX
de modo que:
f(x,) = f(X¢) + (taxal + taxa 2 + ... + taxa n). Ax

Tomando o limite em que Ax tende a zero, as varias taxas de variagdo

transformam-se nas derivadas, de modo que:
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f(xa)=1(x0)+ D, (%)AX
todos As's X
Como fizemos Ax — 0, temos agora um numero infinito de intervalos
e, consequentemente, infinitos termos na somatoria. Além disto, estamos
somando numeros df/dx que variam continuamente. Neste caso, ao invés de

usarmos a soma z de numeros discretos, introduzimos a operacdo .[ ,

denominada integracdo, que representa uma soma continua. A partir desta

defini¢do, podemos escrever:
f(x,) = f(xo) + j (%)dx

onde usamos dx = Ax como notagdo no caso em que Ax — 0. Como vemos,
esta operagao permite encontrar-se f(x) a partir de f’(x) e por isso dizemos que
a integragdo ¢ a operacdo inversa da diferenciagdo. Se quisermos, por
exemplo, calcular a integral:

I= jxmdx =.[ (mil)d%(xm“ )dx = r);rr:ll +C

onde a constante C esta representando f(Xo), que deve ser conhecido. A regra
acima ¢ bastante importante na integragdo de polindmios. Alguns exemplos

simples sao:

3
J-xzdx =X ic
3

_x X’
I(x2+x+1)dx—?+7+x+c

j(5x7 +8x)dx=%x8 +4x2 +C

A integral de uma determinada fun¢do também possui uma

interpretagdo geométrica como no caso da derivada. Para vermos tal
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18 Um pouco de calculo

Xn . .
interpretagdo, vamos considerar I g(x) dx. Para cada ponto x, multiplicamos

X0
o valor da fungdo g(x) por uma largura dx mostrada na Fig. 1.16
(infinitesimalmente pequena) e somamos todos os produtos. Em cada ponto
temos a area de um retangulo infinitesimal de base dx e altura g(x). Baseados

neste fato, podemos interpretar geometricamente a integral de uma fungo g(x)

Xn , ~
como sendo a area sob a curva, isto &, j g(X)dX = area sob a funcdo g(x)
X0

entre 0s pontos Xy € Xy.

A

[ 2(x)

1
I
I
I
1
1
1
1

Fig. 1.16 - Interpretacio geométrica da integral.
Podemos verificar este fato calculando a integral de g(x) = 4x entre 0

e 1, e comparando o valor obtido com a area da fungdo neste intervalo. Temos:

J-Ol4x dx = 4J-01x dx = 4X—22 1

0

=2(1-0)=2

Nesta ultima passagem introduzimos os [limites de integragdo,

substituindo a constante de integracéo C.

[“e(x)dx =F(x)

"~ F(b) - F(a)

Calculando a area do tridngulo sombreado da Fig. 1.17 obtemos: area
=1 4.1 =2, que coincide com o resultado obtido por integracao.
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X

0 T T T —>
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Fig. 1.17 - drea da funcdo g(x) = 4x entre 0 e 1.

Algumas propriedades importantes das integrais sdo:

(D) fcgx)dx=c[gx)dx ondec éuma constante
@) [z )+ 2 ®] =g x) dx+]g (x) dx
(3) ['senx dx =] < (-cos x) dx = - cosx + C

(4) [ cosx dx =] L (senx) dx = senx + C

1.4 Interpretacao cinematica das derivadas e
integrais

Na cinematica encontramos varias aplica¢des do calculo de derivadas
e integrais. Analisando o movimento de um corpo, estas idéias fluem
espontaneamente dos argumentos fisicos. Vamos considerar um corpo
deslocando-se numa trajetoria S, conforme mostra a figura abaixo. Chamamos
de i e f os pontos inicial e final do movimento. O conhecimento especifico da
trajetoria nao ¢ suficiente para predizermos a velocidade do corpo para cada
posicdo. E necessario o conhecimento das posigdes sucessivas S(t) com o
decorrer do tempo. Suponha que a trajetoria do corpo seja dividida em
pedagos As, como mostra a Fig. 1.18. Um As particular liga o ponto S; ao
ponto S;i; e o intervalo de tempo decorrido para que o corpo execute este
deslocamento ¢ At. A velocidade média neste intervalo de tempo ¢
v=As/At. Esta velocidade serd tdo mais proxima da velocidade real
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(instantanea) do corpo na posi¢do S; quanto mais proximos forem os pontos j e

j +1. Isto ocorre porque neste caso AS confunde-se cada vez mais com a

trajetoria real do corpo. No limite em que At (e consequentemente, AS ) tende
a zero, temos a defini¢do da velocidade instantanea:

v, =lim,, [ 25 |= 48

i At—0 At dt

que ¢é derivada da posicdo em relagdo ao tempo. Suponha agora que queremos

encontrar a distancia total percorrida pelo corpo. Isto pode ser feito dividindo-
se a trajetoria em pequenos segmentos AS; e realizando a soma 2 AS;.

Fig. 1.18 - Corpo deslocando-se numa trajetéria S.

E 6bvio que quanto menores forem os segmentos AS; , mais a soma
acima se aproximara da distdncia real percorrida pelo corpo, porque,
novamente, quanto menores forem os AS;, melhor eles se encaixam na
trajetoria. No limite em que AS; — 0 eles se confundem completamente com a

trajetoria e assim:
distancia percorrida = lim ,s; , o 2. AS;

E usual no caso em que AS;—> 0 definirmos AS = ds e substituirmos a

somatoria pela integral:

S
distancia percorrida = IS "ds
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Exercicios

1 — Uma sala tem dimensdes 3 x 4 x 5 m’. Uma mosca parte de um de seus
cantos e voa para o canto diametralmente oposto. Qual ¢ o mddulo do
deslocamento? Poderia sua trajetoria ser menor do que este deslocamento?
Escolha um sistema de coordenadas convenientes e escreva este
deslocamento na forma vetorial.

2 — Considere os vetores a=a,i+ayj+ak e b=b,i+b,j+bk
Mostre que a.b=a,b, +a,b, +a,b, e que axb=(a,b, —a,b,)i
+(a,b, —a b,)j+(a,b, —a,b,)k.

3 — Podemos combinar dois vetores de modulos diferentes e ter resultante
nula? E no caso de 3 vetores?

4 — Considere um corpo em movimento cujo vetor posi¢ao ¢ dado (em cm) por

r =3cosmt i+ 4senmt j. Usando procedimento semelhante ao utilizado

no texto para o movimento circular, a) mostre num grafico em escala o
vetor T num determinado instante t; b) apés um intervalo de tempo At
pequeno, mostre no mesmo grafico o novo vetor T; c) calcule o
deslocamento AS = r(t+ At) —1(t) sofrido pelo corpo no intervalo At;

d) calcule Vv = AS/At e verifique sua orienta¢do para ot = 0, /2, 7 € 31/2;
e) calcule 1.V e discuta o resultado; f) calcule T x V e discuta o resultado.

5 — Considere os vetores @ = 21 + 33 +4k e b=—i- 23 +3k.
a) determine: d.b,a+b,a—b e axb.
b) qual é a componente de a paralela a b?
¢) qual é a componente de a perpendicular a b?

6 — Considere o vetor a do problema anterior.
a) faca um grafico em escala mostrando o vetor e os angulos 6 e ¢,
definidos na Fig. 1.19.
b) calcule o modulo do vetor e os valores de 6 ¢ ¢.

A

¢) calcule a componente de a paralela ao versor & = ( i+ j+ 12)/\/5 .

d) calcule a componente perpendicular a este vetor.
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7 — Faca a adicdo e subtragdo geométrica dos seguintes vetores:
a=2i—-1je b=-3i+3].

8 — Faga os produtos escalar e vetorial dos vetores: a =1+2j+3k
e b=21—-4j+2k.

9 — Encontre a projecdo do vetor a =1+ 2j+ 3k na diregdo paralela ao versor

€= ( i- 23' + 21;)/ 3. Faga o mesmo para a projecéo perpendicular.

10 — Mostre que o produto vetorial VXT ¢é um vetor constante quando o
movimento ¢ circular.

11 — Mostre que v.r =0 para o movimento circular. O que isto significa?

12 — Calcule a derivada das seguintes fungdes:
a) f(x)=3x"+1
b) f(x)=senx/x’
¢) f(x)=e"(1+x*+x°)
d) f(x)=x"+2)/(x’+3)

13 — Calcule a derivada das fungdes acima nos pontos:

a)x=0
b)yx=mn
c)x=0
dyx=1
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14 — Procure num “handbook” de matematica:
a) a derivada de f(x) = /nx
b) a integral de f(x) = 1/x

15 — Determinar a derivada das seguintes fungdes:
a) y=4x"
b) y=2x" +4x> - 5x 2
c) y=senx+ cos X

dy=x"+1

€) y=Xsenx

f) y=1/x’

g y= 2x/(x2+1)
h) y=xe¢e"

1) y=cotgx

D y=+x
k) y= 1/x

16 — Calcule as derivadas das fungdes:
a) f(x) = tgx
b) f(x) = e™ (no ponto x = 0)
¢) f(x) = sen2x (no ponto X = 1)
d) f(x) =x" + cosx
e) f(x) = sen (cosx)
f) f(x)=¢e*™ (no ponto x = 0)
dx

1
10° = + 2 = + 2 =
T Sugestdo: Facax=1tgb = 1+x" =1+1tg0

17 — Calcule j

sec’0. Por outro lado, dx/d0 = sec’0 = dx = sec’0 d0. Como x = tgh, os
limites de integragdo ficam: quandox=0=6=0e¢ quandox=1=0=

Y.

18 — Calcule as seguintes integrais indefinidas:

a)l= j3xdx

b)I= j(7x2 +4x° —2) dx
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c)I= j(—lem +8x2)dx

19 — Calcule as integrais definidas:

a) 1= J-:(3senx+cosx)dx
b) 1= [ (5+2x)dx
c) 1= J-Ole“dx

d) I= %senxcosx dx
0

20 - Considere a parabola y = 2x™+x-3.

a) Usando o conceito de derivada, encontre a posicao x, que corresponde
ao extremo (maximo ou minimo);

b) Substituta o valor de xona equacdo da parabola para encontrar o valor
de yo;

¢) Complete quadrados para encontrar os pontos do vértice, Xy € yo;

d) Encontre os pontos para os quais a parabola cruza o eixo X;

e) Facaum esboco (grafico com poucos detalhes) da parabola;

f) Usando integragdo, encontre a area sob a paradbola compreendida entre
os pontos 1 e 2.
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MOVIMENTO
UNIDIMENSIONAL

2.1 Introducao

Dentre os varios movimentos que iremos estudar, o movimento
unidimensional ¢ o mais simples, j4 que todas as grandezas vetoriais que
descrevem o movimento sdo paralelas. Como o movimento ocorre em apenas
uma dimensao, ¢ necessaria apenas uma coordenada para especificar a posicao
de um corpo em cada instante de tempo.

Consideremos um corpo que no instante t; encontra-se na posi¢ao x;.
Apo6s um intervalo de tempo At = t, — t;, 0 corpo estard na posi¢do X, no
instante de tempo t,. Definimos o deslocamento como sendo Ax =x, —X; ¢ a

velocidade média do corpo neste intervalo de tempo como:

AX X, —X,

V="
At t, —t,

O sentido do deslocamento do corpo ¢ dado pelo sinal do proprio
deslocamento ou da velocidade média (sdo proporcionais). Geometricamente,
a velocidade média entre os pontos x, e x; corresponde a inclinagdo da reta
quer passa por estes pontos, conforme mostra a Fig. 2.1.

4

tga = V= AX /At

Fig. 2.1 - Posicdo de um corpo com funcdo do tempo.
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4

Quanto menor for o intervalo de tempo considerado, isto é, quanto
mais proximos estiverem os pontos X; € X,, mais fielmente v representara a
velocidade real do corpo naquele intervalo de tempo. Logo, a velocidade
instantdnea (real) ¢ definida como:

v(t)=lim, Ax _ dx
At dt
que nada mais ¢ do que a derivada da posicdo com relacdo ao tempo.
Geometricamente, se tivermos um grafico de posigdo contra tempo, a
velocidade instantanea corresponde a inclinag¢do da reta tangente a curva num
determinado instante de tempo, como ilustra a Fig. 2.2.

A ya

"""" tgoy = v(t))
tgo, = v(ty)

!
t t t
Fig. 2.2 - Interpretacio geométrica da velocidade instantdnea.

Quando a velocidade instantinea ¢ constante num determinado
intervalo de tempo, dizemos que o movimento € uniforme e que v(t) =V . Por
outro lado, quando a velocidade ndo é constante no tempo, o movimento ¢é
chamado de acelerado. Neste caso, a variagdo da velocidade com o tempo ¢é
caracterizada por uma grandeza denominada aceleracdo. Se a velocidade do
corpo no instante t; ¢ v, e no instante t, ¢ v, , a aceleracdo média ¢ definida

como:
V,—V, Av

q= -
t,—t, At

e no grafico de velocidade contra tempo ela corresponde a inclinagdo da reta

que passa pelos pontos v € vo. Quando consideramos o limite em que At tende
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a zero, surge a idéia de aceleragdo instantinea, grandeza esta que caracteriza

localmente a variacao da velocidade do corpo. Logo:

. Av d
a(t) = hmAt—>0 A_::] = d_:

Geometricamente, a acelerag@o € a inclinacao da reta tangente a curva

no grafico de velocidade, como mostra a Fig. 2.3.

T v(t)

tgo, = a(t)

o t

>
>

t
Fig. 2.3 — Interpreta¢io geométrica da aceleragdo instantdnea.

O movimento do corpo pode ser classificado de acordo com a maneira
em que a aceleracdo se comporta no tempo. Quando a aceleragdo ¢ constante,
o movimento ¢ chamado de uniformemente acelerado e se constitui numa
classe importante de situagdes que analisaremos. Antes de prosseguirmos,
vamos mostrar alguns exemplos dos conceitos que acabamos de ver.

Exemplo 1 : Seja um corpo deslocando-se de tal forma que sua
posicio ¢ dada por x(t) = 4t>, com t dado em s e x em cm. Na Fig. 2.4(a)
vemos o grafico desta funcdo. A velocidade do corpo em cada instante de

tempo pode ser encontrada tomando-se a derivada de x(t) € assim,

X(9) | (cm) () | (cm/s)
36 |- 32
27 24
18 | 16
or 8
0 12 3 4 ((s) 0 12 3 4 £(s)

Fig. 2.4 - Posicdo (a) e velocidade (b) de um corpo como fungdo do tempo.
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v(t)= dx _ 8t (emcm/s)
dt
que ¢ a equacdo da linha reta mostrada na Fig. 2.4(b). Se quisermos calcular a
aceleragdo como fungdo do tempo, devemos tomar a derivada de v(t) que ¢é
obviamente uma constante.
dv
alt)=— =8 cm/s2

(="
A velocidade média do corpo entre os instantes t = 1s e t = 3s pode ser
calculada através da expressao:
ax_xB)x0)_36-4
At 3-1

=16 cm/s

V=

Este mesmo resultado poderia ser obtido da seguinte forma:

v(3)+v(l) _24+8
2 2

V= =16 cm/s
ou seja: “A velocidade média ¢ a média das velocidades nos instantes
considerados”. Este ¢ um resultado que s6 vale para um movimento cuja
aceleracao ¢é constante.

Exemplo 2: O movimento de um corpo ¢ descrito por x(t) = 3t* + 4t +
1, sendo esta fung¢do mostrada na Fig. 2.5. A posicdo inicial do corpo é xo = 1
cm e pelo grafico vemos que nos instantes iniciais do movimento, o
deslocamento se da no sentido positivo do eixo x, até atingir um ponto
maximo a partir do qual o movimento se inverte, ocorrendo a partir dai no
sentido negativo do eixo x.

Queremos responder a seguinte pergunta: quanto tempo o corpo leva
para voltar a posi¢ao inicial? Para isto fazemos x(t) = 1, isto &,

BEH4t+1=1=-30+4t=0=t(3t+4)=0

de onde tiramos que o corpo esta na posi¢ao x = 1 nos instantes t = 0 (posigao
inicial) é t = 4/3 s, que corresponde ao tempo necessario para a particula voltar
a posicao inicial.
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A
x(cm)
2
1
0p————— >
0.5 1.0 1520 25  ¢(s)
-1
2 |-

Fig. 2.5 - Posi¢do de um corpo como fungdo do tempo.

A velocidade ¢ dada por v(t) = dx/dt = -6t + 4 (cm/s), que esta
mostrada na Fig. 2.6. Notamos que: v> 0 parat<2/3s,v=0 para t=2/3s
ev<0 para t>2/3s.0 grafico da velocidade do corpo corresponde a uma
reta com coeficiente angular negativo. O tempo t = 2/3 s define o ponto de
retorno. A aceleracao ¢ dada por:

azﬂz—6cm/s2
dt

e € no sentido oposto ao da velocidade na fase inicial (t <2/3 s).

3

v (cm/s)
4

173 2/3 L £(s)
2

4

Fig. 2.6 - Velocidade de um corpo como fungdo do tempo.
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2.2 Classificagao dos movimentos unidimensionais

O movimento unidimensional ¢ classificado de acordo com as
variagdes da posicdo, velocidade e aceleragdo com o decorrer do tempo.
Assim, temos os seguintes tipos de movimentos:

Progressivo:  x(t) aumenta com o tempo;
Retrogrado:  x(t) diminui com o tempo;
Acelerado: v(t) e a (t) tem o0 mesmo sentido;
Retardado: v(t) e a(t) tem sentidos opostos.

No exemplo anterior (Exemplo 2), a classificacdo do movimento ¢€: t <
2/3s — movimento progressivo e retardado e t > 2/3x — movimento
retrogrado e acelerado.

2.3 Determinacao de x(t) a partir de v(t) e de
v(t) a partir de a(t)

Como vimos anteriormente, o conhecimento de x(t) permite o calculo
de v(t) através de uma derivagdo e também a(t) através de outra derivagdo. O
problema inverso consiste na determinagdo de x(t) a partir de v(t) ou a(t). Para
isto, temos que realizar uma integracdo, pois estamos procurando a fungdo
cuja derivada ¢ conhecida. Assim,

x(t)=x,+ .[:0 (ill—);)dt =X, +J-:0 v(t)dt

Conhecendo-se a velocidade do corpo, determinamos sua posicao
como fungdo do tempo através de uma integracdo simples. Lembre-se que o
que estamos fazendo nada mais € do que dividir o intervalo de tempo total em
pequenos intervalos dt nos quais a velocidade é considerada constante. O
produto vdt fornece a pequena distancia percorrida (ou deslocamento sofrido)
em dt e a soma deles, que € a operacao de integragdo, fornece o deslocamento
total do corpo. Num grafico de v(t) contra t, o deslocamento do corpo ¢é a area
sob a curva, como mostrado na Fig. 2.7. Note que area negativa indica

deslocamento no sentido negativo do eixo x.
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V() \

<<mmmm irca = X(1)

t

e

t
Fig. 2.7 - Cdlculo da posigdo a partir da velocidade de um corpo.

Exemplo 1: A velocidade de um corpo é dada por: v(t) =3t + 4 ¢

sabemos que para t = 0 ele localiza-se em xy = 1. Vamos calcular x(t). Assim,

x(t):1+I;(3t+4)dt:%t2+4t+1

Exemplo 2: Dado a(t) = 3t, calcular v(t) e x(t)
- ‘ —y. 43142
V(t)—V0+.[0 3tdt—V0+2t

Vemos que para conhecer v(t) precisamos saber a velocidade inicial. Para
achar x(t) fazemos:
t t 3.2 t3
x(t)=x, +IOV(t) dt =x, +j0 Vo +Et dt =x, +V0t+7
Deste exemplo podemos concluir que para a determinacdo de v(t) a
partir de a(t) é necessario o conhecimento do valor inicial vy da velocidade. A
determinagdo precisa de x(t) a partir de v(t) implica no conhecimento da
posicdo X, inicial. Xo e vy sdo denominados de condigdes iniciais do

movimento.
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2.4 Aceleracao constante

Este caso envolve um nimero grande de problemas e, assim, devemos
trata-lo em particular. Sendo a aceleracdo constante, podemos calcular a

velocidade como:

v(t)=v, +J'O‘ adt=v, JraJ-Ot dt =v, +at

e o deslocamento através de outra integragao:

x(t)=xg +I;V(t)dt =X +I;(Vo +at)dt =x, +V0t+%at2

Podemos eliminar t da primeira equagdo: t = (V -V, )/ a e substitui-

lo na segunda:

Vo 1 (V_Vo)2
x(t):xo +—(V—V0)+—a—:>
a 2 a’
1 2 vl
a(x —x,)=v,v—v2 +5(V2 +vi —2VVO)=V7—70

Logo: v2 =v] + Za(X —XO), que é conhecida como equacgdo de Torricelli,
valida apenas quando a aceleragdo ¢ constante.

Um caso especial do movimento uniformemente acelerado ocorre para
a=9.81 m/s’ = g, que corresponde a0 movimento vertical de corpos sujeitos
ao campo gravitacional da Terra, proximos a superficie. Neste caso, ¢ comum
tratar o deslocamento como altura (h) e adotar o sentido positivo de h como
sendo oposto ao de g.

Exemplo: Uma bola ¢ langada para cima, com velocidade inicial v,
como mostra a Fig. 2.8. Assim, usando a equacao de Torricelli temos:

v2(h)=v2 —2gh = v(h) = +,/v2 — 2gh

Para um determinado h, existem duas solu¢des para v. A positiva
representa o corpo em ascensdo e a negativa o corpo estd na descendente.
Vemos também que o ponto de retorno (v = 0) ocorre para uma altura maxima
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hyex = VI /2g mostrada na Fig. 2.9. Por outro lado, a dependéncia temporal ¢

dada por v(t) = v, — gt e h(t) = % gt*

=]}

— L

Fig. 2.8 — Langamento vertical de uma bola.

Ao atingir o ponto maximo da trajetoria, v =0 € ty. = Vo/g. Logo: hyax
= v2/2g como obtido anteriormente. Para a obtencdo do tempo total da
trajetoria fazemos h(t) =0 = 0 =t (vo - 3 gt ) que nos da duas solugdes: t; =0

(inicio do movimento) e t; = 2v,*/g que é o dobro do tempo gasto para que a
bola atinja hy,,.

v(h) ‘

Fig. 2.9 — Dependéncia da velocidade com a altura no lancamento vertical.

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecdnica, calor e ondas



34 Movimento unidimensional

Exercicios

1 — O maquinista de um trem movendo-se com velocidade v;, v€, a uma
distancia d a sua frente, um trem cargueiro movendo-se no mesmo sentido
com velocidade v,. Ele aciona os freios, transmitindo ao trem uma
aceleragdo -a. Mostre que se: d > (v; - v,)*/2a ndo havera coliso e se d <
(v - V2)2/2a havera colisdo.

2 — Gotas de dgua caem de um chuveiro sobre o piso situado a 2 m abaixo. As
gotas caem em intervalos regulares e quando a primeira atinge o chdo, a
quarta estd comegando a cair. Determine a posi¢ao de todas as gotas no
instante em que uma tinge o chao.

3 — A posicao de uma particula que se desloca ao longo do eixo x depende do
tempo de acordo com a equagio: x = at’ — bt’, x em cm, t em s.
a) em que ponto X € maximo?
b) qual ¢ a velocidade e em que instante ela ¢ nula?

¢) qual ¢ a acelerag@o e em que instante ela ¢ nula?

4 — Um avido com velocidade v, aterriza num porta-avides com uma

aceleracdo negativa a = —A\/z . Qual ¢ o comprimento minimo da pista?

5 — Dois corpos localizam-se na origem do eixo x quando t = 0 s. O corpo A
tem velocidade constante de 2 m/s. O corpo B estd inicialmente em
repouso mas sujeito a uma acelerago constante de 1 m/s>.

a) represente esquematicamente, num mesmo grafico, as posigdes dos
corpos A e B como fung¢io do tempo.

b) qual € o instante de tempo em que ocorrera a colisao?

¢) qual € a posi¢@o x em que isto ocorrera?

d) qual ¢ a velocidade do corpo B no instante da colisdo?

e) em que instante de tempo as velocidades dos dois corpos serdo iguais?
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MOVIMENTOS BI E
TRIDIMENSIONAL

3.1 Introducgao

O movimento unidimensional que vimos no capitulo anterior ¢ um
caso particular de uma classe mais ampla de movimentos que ocorrem em
duas ou trés dimensdes. Se 0 movimento de um corpo estd completamente
restrito a um plano, ele ¢ denominado movimento plano ou bidimensional.
Neste caso, a posigdo ¢ especificada através de coordenadas polares (r, ) ou
cartesianas (X, y), como indicadas na Fig. 3.1.

r=4x2+y?

X =1 cosO
X y =r send
i tgb = y/x

Fig. 3.1 — Posi¢do de um corpo no plano xy.

Para o caso do movimento no espago (3 dimensodes) a posicdo do
corpo ¢ especificada em coordenadas esféricas (r, 0, ¢) ou cartesianas(x, y, z),

indicadas na Fig. 3.2.

X =rsend cos
y=rsen0sen¢
zZ=rcosH

r=4Xx2+y?+2z?

tgh = \x2 +y2/z
tgd=y/x

v

Fig. 3.2 - Posicdo de um corpo no espaco.
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Para movimentos planos e espaciais, as grandezas cinematicas
(T, Vea) ndo sdo necessariamente paralelas como acontece no movimento
unidimensional. Desta forma, é de importincia fundamental tratar estas
grandezas vetorialmente.

Se no tempo t; a posigdo do corpo for descrita pelo vetor posi¢do T, e
no tempo t,, pelo vetor posi¢do T,, podemos dizer que o deslocamento sofrido
pelo corpo ¢ dado por Ar =1, —1, onde Ar ndo ¢ necessariamente a
distancia percorrida pelo corpo. Havendo um deslocamento AT num intervalo
de tempo At = t, — t;, podemos definir as velocidades média (Vm) e instantanea
(\7) da forma:

- AT

vV, =—

At
v =1im A—f = d—¥
At—0 At dt

Vemos que a velocidade sempre existira quando houver mudancgas no
moédulo e/ou direcdo do vetor posi¢do. A variagdo temporal de um vetor pode
ser analisada através da variagdo temporal de suas componentes, da forma:
dx: dy. dz-

i j+—k

?zxi+yi+zf<:>\7
dt dt” dt

A

e isto pode ser feito porque os versores i, € k ndo variam com o tempo.

Exemplo: Vamos determinar a velocidade de um corpo cujo vetor
posigdo ¢ dado por: T =4t2 i+ 3t j. Tomando-se as derivadas temporais das

componentes de T temos:
V=di/dt=8ti+3]

Vamos usar este exemplo para demonstrar uma relacdo importante. Podemos
escrever:
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F(t+At) = 4(t+ At) 1 +3(t+ At)j = 4621+ 3t j+ 8tAt i +3At j+4(At) 1
No caso em que At é muito pequeno, (At)* << At e o termo (At)* pode
ser desprezado. Assim,

t(t+At) = (t)+ AT = 7(t) + V At

e dizemos que esta € uma aproximagdo de primeira ordem em At, ja que o
termo (At)* foi desprezado. A aceleragio do corpo ¢ definida como:

a=lim AV _dv

At—0 At dt

e, portanto, sempre havera aceleracdo quando houver mudangas do vetor
velocidade, seja em modulo, direcdo ou sentido.

Exemplo: A velocidade de um corpo ¢ dada por V(t)= 3t2 i+t j+ k.
Logo, a aceleragdo ¢ dada por ﬁ(t) —6ti+ 3 +3t2 k

3.2 Decomposicao de movimentos

Do fato que Vzi—xi+ﬂj+%l§ tiramos que v _=dx/dt, v, =
t t

dt

dy/dt e v, =dz/dt, de modo que se olharmos para cada componente,

=}

movimento do corpo pode ser analisado independentemente, ou seja, a
velocidade na diregdo x s6 depende da variagdo da coordenada x com o tempo,
etc. Este resultado pode ser generalizado e o movimento espacial de um corpo
pode ser tratado independentemente em cada uma das trés direcdes.
Resumindo, temos o chamado principio da independéncia dos movimentos ou
principio de Galileu:

“Quando um corpo se encontra sob a a¢do simultinea de dois ou mais

movimentos, cada um se processa como se os demais ndo existissem”.

Em outras palavras, a posicdo do movel depois de um intervalo de
tempo sob a a¢do do movimento composto € a mesma que resultaria se o

moével se deslocasse por etapas em cada diregdo. Como um exemplo tipico,
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consideremos o caso de um barco com velocidade vy, atravessando um rio cuja
correnteza tem velocidade v,. O barco percorrerda uma trajetoria que consiste
em deslocar-se vt na diregdo do rio e vt na diregdo perpendicular, como
mostra a Fig. 3.3. Assim, r=v t1+v,t] € Vv=v.i1+V,].

S — K j

Vit

Fig. 3.3 - Movimento de um barco num rio com correnteza.

3.3 Movimento acelerado

Podemos generalizar o que vimos para o movimento unidimensional
escrevendo:

=T+ [ (t)dt
V(t) =V, +J‘Ot a(t)dt

A integracdo de vetores pode ser executada componente a

componente, como no caso da derivagdo. Portanto,
0 t
r,=r, +J-0 v, (t)dt
e assim por diante. No caso da aceleracdo ser constante temos:

- - = . 1=
v=v,+at e r:r0+vot+5at2
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Podemos analisar este movimento através do sistema de equagdes:

Para a velocidade: Para a posigao:
_ =10 0t+Llq t2
v, =v?+at r, =10 +vit+5a t
— vO0 — 10 0 1 2
v, =Vvy+at r, =10 +vit+5at
— yo0 — 10 0 1 2
v,=V)+a,t r,=r1) +vit+5a,t

Vamos em seguida ver alguns exemplos de movimento acelerado.
a) Lancamento de projétil

Um caso importante de movimento plano é aquele onde temos:
a=-g 3 (com g = 9.8 m/s*) que corresponde a0 movimento de um corpo
atirado de maneira arbitraria. Neste caso, o movimento sera acelerado na
dire¢do y e ndo acelerado nas demais. Vamos imaginar a situagdo em que o
corpo ¢ langado obliquamente de maneira a formar um angulo 6 com a

superficie, como mostrado na Fig. 3.4

A y
v =v,cos0
vl =v,senb
Vo

VA

Fig. 3.4 — Langamento obliquo de um projétil.

Tomando-se o eixo x paralelo a superficie e o eixo y na vertical, a
velocidade inicial v, pode ser decomposta em V¢ =v cos® e
V) =V, sen®. Na diregdo x ndo existe aceleragdo, porém na dire¢do y
temos a, = -g de modo que:

v, (t)z v? =v,cos0O

x(t):x0 +Vvit=Xx,+Vv,cos0t
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v (t)=v)—gt=v senb—gt
y(t): Yo +Vit—5gt?

Eliminando-se o tempo do primeiro conjunto de equacdes
(t = (x - X, )/ vg) ¢ substituindo no segundo obtemos:

2
y=Yy+ V) (X_X°)—lg[x_x°j

A\ 2 M

X

que representa uma trajetoria parabolica como indicada na Fig. 3.5. A altura

maxima pode ser calculada tomando-se dy/dx = 0. Assim,
0 0.0
Vy (X_Xo)_o _ VyVx
o g 02 - = Xpx = Xp +
x v g

X

<

e substituindo em y(t) tiramos:

1 (Vg)z

= + —
ymax YO 2 g

Yotr---------4--L-
Ymax

X

A4 .

. 0 X0 X R
Fig. 3.5 - Movimento parabélico decorrente do langamento obliquo.
Vamos tomar x¢ = yo = 0 e calcular qual ¢ o alcance do projétil ao
longo do eixo x. Para isto fazemos y = 0 e assim obtemos:

1 gR?

0
—_Y
MRy
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Descartando a solu¢do R = 0, que corresponde ao inicio do movimento, temos
R=2vIvi/g,eusando-se v) =v senB e v{ =v,cosO obtemos:

Vv sen(26)
g

R

de onde concluimos que o angulo que apresenta o maior alcance é 6 = 45°

b) Movimento circular

Este deslocamento ¢ caracterizado pelo fato de que o moédulo do
deslocamento permanece constante. Assim, imaginamos o raio vetor que
descreve o movimento entre t € t + At. O angulo A0 varrido pelo raio vetor
durante o intervalo de tempo At permite o calculo da velocidade angular como
ilustrado na Fig. 3.6.

o= @ =1lim A_O
dt At—0 At

A ’// Ae
t+At'(\ .

y
av.

Fig. 3.6 — Movimento circular.
r t .
Quando ® ¢é constante, temos O = .[ o o dt = ot e assim podemos
escrever: X =r cosmt e y =r senot, ou em notagdo vetorial:

I =rcosmt i+ rsenmt j

V= % = —r®senmt i +rocos ot j
a= % = -1’ cosmt i —ro’senmt j = —0’T
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=®r=v2/r visto

que ¢ sempre oposta a direcdo radial. Portanto, a = |5
que |V/| =1® e esta aceleragdo ¢ conhecida como “centripeta” por estar
dirigida ao ponto central do movimento e ¢ uma caracteristica importante do

movimento circular uniforme.

¢) Movimento cicléide

E o movimento de um ponto da borda de um disco rodando, conforme
mostra a Fig. 3.7. Considerando um sistema de eixos no qual x ¢ paralelo ao
chdo, temos a combina¢do de um movimento translacional uniforme com um
movimento circular uniforme. Para o movimento translacional, x, = Xy + v,t €,

para o movimento circular, X, =r cosot € y, =T senmt.

Fig. 3.7 - Movimento cicléide.

Desta forma,

X=X, +V,t+rcosmt

y=Yy,t+rsenmt

Ao utilizarmos a notagao vetorial e fazendo xy =y, =0,

t=(v t+rcosot)i+rsenot j
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V= % = (v, —rosenmt) i + rocos ot j
a= % =10’ cosmt i — ro’senmt j= —’T,

Exemplo: Considere um disco descendo um plano inclinado,
formando um angulo 6 com a horizontal, como mostrado na Fig. 3.8. Vamos
determinar x(t) e y(t) de um ponto localizado na borda do disco. Escolhendo o
eixo x da maneira indicada na figura, temos a, = g senf e a, = 0. Entdo, x =X,

1
+ X Y= Vi Ve :>X=V2t+5gsen6t2+rcos[3e y=vit+rsenp,

onde 3 # ot (movimento acelerado) é o angulo que o disco rodou.

P

.

Fig. 3.8 — Disco descendo um plano inclinado

3.4 Movimentos planos descritos por coordenadas
polares

Vamos considerar um movimento circular no qual o corpo percorre
um comprimento de arco s, que estd associado a um angulo 6 de acordo com: s
=0, sendo r o raio da trajetoria. A velocidade tangencial é:

ds do
_e_ v

v=—= =rm
dt dt
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A

Para representar V, vamos introduzir os versores T e 0, que sdo
adequados para se trabalhar com coordenadas polares. O versor I tem a
mesma dire¢do e sentido do vetor posi¢do T . O versor 0 ¢ perpendicular a T
e tangente ao circulo, apontando para a direcdo em que 0 e s crescem como
indica a Fig. 3.9. Desta forma, podemos escrever T e V em coordenadas
polares da seguinte maneira:

v

r=rt
- A do A
—v0=r99p
v=vO=r
Aky é
r
T
J b X

1
Fig. 3.9 — Movimento plano descrito por coordenadas polares.

A

Devemos notar que T e 0 sdo versores que variam com o tempo. Para

encontrar esta variagdo em termos dos versores 1 e J que sdo fixos vemos

que T=cosOi+senOj e O0=—sen0i+cosO j.Desta forma,

dt _ do_ .. d0  oa dO( e )= 99 4
i —dtsenel-l-—dt cosej—dt( sen61+cosej)— m 0
do _ _de ° - _d0.
Gt dt(cos@1+sen6])— dtr

A

Uma vez que conhecemos a maneira pela qual T e 6 variam com o
tempo, podemos encontrar V € a apartirde T .
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f=rt
. df  di doa
V=—=r—=r—
dt dt  dt
_ dv dodd doY’.
a=—=r——=-T|— | T
dt dt dt dt

onde foi suposto que o = dO/dt é constante. Como dO/dt = v/r, temos
a=—(v2/r)f = —wr t, que é a aceleragdo centripeta no movimento circular
uniforme.

Se o movimento for uniformemente acelerado, isto é, se dw/dt = o =
constante, a expressdo para a aceleragdo se modifica. Tomando a derivada de
V=or 0 temos:

s—r| dog d_é —ralO—-w’rt
a—r(dte—kmdt]—ra@ O2rr

de onde vemos que além da aceleragdo centripeta surge uma aceleragdo
tangencial dada porr a 0.

A descricdo de um movimento retilineo através de coordenadas
polares ¢ feita baseando-se na Fig. 3.10. Podemos relacionar v, ¢ vy da
seguinte forma:

vy = V; c0sO - vgsend
vy = v, c0s0 + vy send
ou

Vy = Vx c0s0 + vy sen0

Vo = -Vxsenb + v, cosO

g I

Vx

<\e

Fig. 3.10 — Descri¢do de um movimento retilineo através de coordenadas polares.

v
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Para o caso que estamos tratando, v, = v e v, = 0. Portanto, v, = v
cosO e vg = v senb, ou seja:

V=vcosOi—vsenO 0
Exercicios

1 — Considere um cilindro de raio R rolando sem deslizar num plano
horizontal. O centro de massa do cilindro possui aceleragdo a. Qual ¢ a
aceleragdo angular do cilindro? Qual ¢ o angulo B que o cilindro roda
como fungdo do tempo?

2 — Dois corpos A e B estdo em movimentos circular uniformes de trajetorias
concéntricas com raios r, € 1, € velocidades angulares m, ¢ ®,. Determine
a velocidade relativa entre os dois corpos.

3 — Determinar a aceleracdo de um corpo que desliza pela rosca de um
parafuso com passo h e raio R. Despreze o atrito ¢ considere que o corpo
partiu do repouso.

4 — E necessario lancar da terra uma bola por cima de uma parede de altura H
que se encontra a uma distancia S (Fig. 3.11). Qual é a menor velocidade
inicial com que a bola pode ser langada?

T~

Fig. 3.11 — Lancamento de projétil sobre uma parede de altura H.
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5 — Uma bala ¢é disparada de um canhdo com velocidade v,. Determine a

regido geométrica onde a bala certamente ndo caira.

6 — Um plano inclinado forma um angulo o com o plano xy, conforme mostra
a Fig. 3.12. Um corpo ¢ langado com velocidade vy, formando um angulo
0 com o eixo y. Desprezando o atrito calcule: Xy, Zmax € O tempo que o

projétil demora para retornar ao eixo y.

7 — Uma pedra ¢ langada com velocidade inicial de 20 m/s. Sabendo-se que ela
ficou 2 s no ar, calcule:
a) o angulo de langamento (com a horizontal)
b) a altura maxima atingida
¢) o alcance
d) outro angulo de langamento para o qual a pedra tera o mesmo alcance.
(Neste caso o te‘tngo sera diferente de 2 s).

<!

Fig. 3.12 — Langamento obliquo num plano inclinado.

8 — Um corpo translada com velocidade v = 5 m/s sobre um plano horizontal
sem atrito. Subitamente ele encontra pela frente um plano inclinado
(também sem atrito) de angulo 6 = 30° e altura H = 0,8 m, conforme
mostra a Fig. 3.13. Tomando-se g = 10 m/s, pergunta-se:

a) a que distancia d do final do plano inclinado o corpo caira?

b) qual ¢ a altura maxima que o corpo atingira?
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H Ymax

—

s X0 | \_ ¥
< 5 >
Fig. 3.13 - Langamento obliquo de um corpo por meio de uma rampa.

9 — Um pequeno corpo ¢ langado da origem com velocidade vy= 100/ V3 s
formando um 4ngulo 6 = 60° com a horizontal. Outro corpo ¢ langado 1
segundo depois, com a mesma velocidade vy, porém na horizontal e de
uma altura H, como mostra a Fig. 3.14. Suponha que haja uma colisdo
entre os dois corpos e que g = 10 m/s’.

a) Em que instante de tempo ocorre a colisdo?
b) Qual deve ser o valor de H para que a colisdo ocorra?
¢) Quais as coordenadas x e y da colisao?

3.10 — Um pequeno corpo ¢ langado da origem com velocidade v, segundo um
angulo 6 com a horizontal. Outro corpo ¢ langado com a mesma
velocidade vy, porém na horizontal e de uma altura H, como mostra a
Fig. 3.14. Qual deve ser o valor de H tal que eles atinjam o mesmo
ponto no eixo Ox?

Fig. 3.14 - Lancamento de dois corpos.
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3.11 - Mostre que o movimento de um projétil langado com vy e 0 € descrito

2 2
Voy g| X Voy
——| =" , com voy = Vo €cosO e vy, = Vo

2g 2\vy g
senf. b) Encontre o angulo o que a trajetéria faz com a horizontal para
qualquer x (tga. = dy/dx), ¢) Encontre X,,,x correspondente ao topo da trajetoria

(tg a=0). d) Encontre o alcance R, fazendo oo = n—6

pela parabola: y(x) =
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AS LEIS DE
NEWTON

4.1 Introducgéao

Até o momento estudamos varios tipos de movimento sem no entanto
nos preocuparmos com suas causas. Ja sabiamos intuitivamente que para se
modificar o movimento de um corpo ¢ necessaria a acdo de um agente
externo. De fato, na auséncia completa de agdo externa, o corpo permanece
num estado de movimento constante. A maneira pela qual o agente externo
age sobre o corpo ¢ através da atuagdo de uma forga. Portanto, a forca nada
mais ¢ do que a quantifica¢do da a¢do de um corpo sobre outro.

A forga pode ser definida como uma grandeza fisica capaz de alterar o
estado de movimento de um corpo ou a forma deste corpo. O estado de
movimento de um corpo ¢ caracterizado pelo seu momentum_linear, que é
definido como:

p=mv
de forma que a existéncia de uma forga produz alteragdes em p .

O comportamento de um corpo quando sujeito a forgas externas é
regido pelas leis de Newton, expressas como:

Lei I - “Todo corpo permanece em repouso ou em movimento retilineo
uniforme, a menos que seja obrigado a modificar seu estado de movimento
pela ag¢do de forcas externas”.

Lei II - “A modificagdo do movimento ¢ proporcional a for¢a atuante, ou
seja, F= dp/dt”.

Lei III - “4 toda a¢do corresponde uma reagdo igual e oposta ou, as agoes

mutuas de dois corpos sdo sempre dirigidas em sentidos opostos”.
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A primeira lei estabelece justamente o que haviamos dito
anteriormente, isto é, para modificarmos p (grandeza que quantifica o estado
de movimento do corpo) € necessario um agente externo exercendo uma forca
sobre o corpo. Suponha por exemplo, um cometa movendo-se em movimento
retilineo uniforme. Ele continuara neste estado até chegar nas proximidades de
um planeta, que através da forga gravitacional, modificara seu estado de
movimento fazendo com que o momentum p mude em modulo e diregdo. Esta
idéia que acabamos de apresentar, embora bastante logica, ndo o era na época
de Galileu, pois se acreditava que para manter um corpo em movimento
retilineo uniforme era necessaria a agdo de agentes externos. O unico estado
natural e espontaneo para um corpo era o repouso!

A forca também ¢ necessaria para alterar a forma de um corpo.
Durante a deformac@o as particulas deste corpo s@o aceleradas até atingirem
uma nova situagdo de equilibrio. O equilibrio de um corpo pode ser de tipos
diferentes. Inicialmente, um corpo sé estara em equilibrio quando a resultante
das forgas agindo sobre ele for nula. O equilibrio ¢ dito estdvel quando uma
pequena perturbagdo tira o sistema de equilibrio, mas a vizinhanga do corpo
age de forma a restaurar o equilibrio. O equilibrio ¢é dito instdvel quando uma
pequena perturbagdo tira o sistema do equilibrio e a vizinhanga age no sentido
de amplificar este efeito.

Vamos considerar que a quantidade de matéria num determinado
corpo ndo se modifica. Neste caso, a agdo de uma ou mais forcas leva a uma
aceleragao:

> F=mdv/dt=ma

e a constante de proporcionalidade entre forga e aceleragdo ¢ denominada
massa do corpo. A unidade de massa ¢ Kg (SI) ou g (CGS) enquanto que a da
aceleragdo ¢ m/s’ (MKSA) ou cm/s* (CGS). Portanto, a unidade de forca é
definida como: [F] =1 N = 1 Kg.m/s” no Sistema Internacional (SI) ou [F] = 1
dyn = 1 g.cm/s” no sistema CGS, sendo portanto, 1 dyn= 10" N.
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Quando a massa de um corpo varia, como por exemplo, durante a
exaustdo de combustivel num foguete, a forma mais geral da segunda lei de
Newton fica:

- dp d, . dv _dm
F:—:—(mv):m—+v—
dt dt dt dt

A expressdo p =mv para o momentum de um corpo € valida quando
este tem velocidade bem menor que a velocidade da luz, c, que é de
aproximadamente 300.000 km/s. Para velocidades altas (v = ¢),

=0 Gomv)V
N1=v2/c?
onde my é chamado de massa de repouso ¢ m(v) varia de uma maneira que
corpo torna-se cada vez mais pesado quanto mais se aumenta sua velocidade.
Porém, se v/c << 1, a aproximagdo m ~ m, ¢ bastante boa.

Quando um corpo encontra-se proximo a superficie da Terra, esta
exerce sobre ele uma for¢a que ¢ denominada peso, dada por: w = mg e que
esta dirigida para o centro da Terra.

A massa de um corpo, como vimos, ¢ quantificada através da razdo
entre a forca e a aceleragdo, Associado a massa, hd& uma propriedade
importante que ¢ denominada inércia. Imagine uma locomotiva e um carrinho
de bebé sobre o chdo sem atrito, completamente livres para se moverem. Ao
exercermos uma acdo sobre cada um deles (por exemplo, um empurrdo), o
carrinho comeca a andar enquanto que o trem oferecera forte resisténcia a
mudan¢a de movimento por possuir uma inércia maior. Corpos com maiores
massas apresentam maior inércia e, conseqiientemente, maior resisténcia a
mudangas no seu estado de movimento.

Todos os corpos apresentam a tendéncia de permanecer no seu estado
original de movimento quando acionados subitamente por um agente externo.
Uma ilustragdo deste fato ¢ o que ocorre com os passageiros no interior de um
automovel em movimento retilineo uniforme que ¢ freado ou faz uma curva

acentuada. No primeiro caso, a tendéncia do passageiro ¢ chocar-se contra o
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para-brisa enquanto que no segundo, a tendéncia ¢ sair pela tangente a curva.
Este tipo de comportamento esté relacionado com a inércia do passageiro.

Das trés leis de Newton, a 3* é aquela que sem divida exige um maior
esclarecimento. Ela descreve uma propriedade importante das forgas: sua
ocorréncia em pares, isto €, toda acdo corresponde uma reagdo de mesma
intensidade, porém de sentido oposto. Um fato importante a ser observado ¢é
que acdo e reagdo ndo se cancelam (ou se equilibram) porque agem em corpos
diferentes. Um exemplo disto ¢ o de um corpo sobre uma mesa como ilustrado
na Fig. 4.1. O corpo exerce uma forca N' sobre a mesa e esta “responde”
exercendo sobre o corpo uma forca N=-N" N e N' constituem um par
agdo-reagdo. A Terra exerce sobre o corpo a forga peso W para a qual existe
uma reagdo W' exercida do corpo sobre a Terra. W ¢ W'' constituem outro
par agdo-reagdo porém W € N ndo constituem par agdo-reagdo. Devido ao
fato do corpo estar em equilibrio, pela 2* Lei de Newton, a =0 e portanto
Z F=0. Logo:

W+N=0 = w=-N

Quando dois corpos isolados constituem um sistema, as Unicas forgas
existentes sdo as que constituem o par acdo-reagdo. Neste caso, olhando para o

sistema como um todo, vemos que:

N corpo
mesa
NN NN N IR NN NN NN NN
Nl Yw
\X’/ '

Fig. 4.1 - Forcas agindo num corpo sobre uma mesa.
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. dp, dp
rR=0 = S
.. dp =
= —(B,+p,)=—=0
(PP =

e assim concluimos que o momentum total se conserva na auséncia de forgas
externas ja que F, e F, constituem forgas externas ao sistema. Esta lei de
conservacdo do momentum é de grande importancia no estudo de colisdes

entre corpos, onde as for¢as envolvidas sdo internas ao sistema.

4.2 Referenciais

As grandezas cinematicas s0 tém sentido fisico quando medidas com
relacdo a um ponto de referéncia. Assim, se considerarmos por exemplo, um
trem movendo-se com velocidade v, na dire¢do x > 0 e um homem dentro do
trem movendo-se com velocidade -v, (na direcdo x < 0), observamos que para
uma pessoa parada fora do trem, a velocidade do homem sera nula. Com este
exemplo vemos claramente que o conceito de movimento esta intrinsecamente
ligado ao de referencial.

Consideremos um sistema de coordenadas O (x, y, z) fixo no espaco,
no qual a posi¢do de um corpo ¢é especificada pelo vetor posicao:

r=xi+yj+zk
a partir do qual podemos encontrar a velocidade ¢ a aceleracdo da maneira
tradicional:

v=xi+yj+zk

a=Xi+yj+zk
Consideremos a seguir um segundo sistema de coordenadas O’ (x’, y’, z°)
movendo-se com velocidade V,'=V' i+V' j+yloz k com relagdo ao
referencial fixo, conforme mostra a Fig. 4.2. O vetor R descreve a posi¢do do

ponto O’ com relacdo ao ponto O. Se este referencial estiver uniformemente
acelerado, R (t) sera dado por:
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Fig. 4.2 - Referenciais em movimento relativo.

= = -
R(t)=R, + Vit +o Ay R £2
Por outro lado, olhando para a figura vemos que a adigdo geométrica dos
vetores nos fornece: T=R+T' ou ' =7— R onde T' descreve a posi¢do
do corpo visto por um observador solidario ao referencial moével. Este

observador vera a velocidade do corpo dada por:
T = -
V=r=r-R=v-v,—ayt

que ¢ a velocidade que o corpo possui no sistema de coordenadas O menos a

velocidade de O’ com relagdo a O. A aceleragdo por sua vez ¢€:

=a-—a,

que € a acelerag@o no sistema fixo menos a aceleragdo relativa entro os dois
referenciais. No caso particular em que o sistema movel O' ndo esta acelerado
(ag =0)temos a' =a, isto ¢, a aceleragdo ¢ a mesma nos dois referenciais.
Referenciais deste. tipo, onde a lei de Newton tem a mesma forma

(F =ma’' = ma ) sdo chamados de referenciais inerciais.

4.3 Aplicacées das leis de Newton

Como vimos, as leis de Newton sdo as leis basicas da Mecanica
Cléssica. Em principio, qualquer problema de dindmica pode ser resolvido
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através de sua aplicac@o. Passaremos agora a analisar uma série de exemplos
que ilustram tais leis.

De modo geral, os problemas envolvendo forgas podem ser
classificados em duas categorias. Na primeira, conhecemos as forcas que
agem sobre o corpo e queremos encontrar seu efeito, expresso através de
mudangas na velocidade e posicdo. Na segunda categoria, conhecemos o
movimento do corpo e a partir disto queremos determinar o conjunto de forgas
agindo sobre ele. A solugdo de um problema pode ser encontrada através de
urna sequéncia natural de analises. Primeiramente, o problema deve estar
claramente colocado e se ele apresentar varias partes, cada uma delas deve ser
analisada antes de se considerar o sistema como um todo. Sempre que houver
contato entre corpos, lembre-se que acdo e rea¢do agem em corpos diferentes.

a) Plano inclinado sem atrito

Queremos encontrar 0 movimento de um corpo colocado sobre um
plano com angulo de inclinagdo 6 como mostrado na Fig. 4.3. As forcas
agindo sobre ele sdo: 0 peso W, que € dirigido para baixo e a for¢a de reagio
N, que ¢ normal a superficie.

Fig. 4.3 - Plano inclinado sem atrito.

Como o corpo ndo pode penetrar no plano inclinado, concluimos que
o movimento s6 deve ocorrer na direcdo paralela a ele. Isto implica em que a

forga resultante na dire¢do perpendicular ao plano € nula e assim:
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> F, =0

D F, =Ma,

de onde obtemos:
—MgcosO+N=0 = N=Mgcos0

MgsenO=Ma, = a_=gsen0
e como a, ¢ constante, o movimento paralelo ao plano ¢ do tipo
uniformemente acelerado ja visto anteriormente.
b) Corpo suspenso por cordas

Imagine um corpo suspenso por duas cordas conforme mostra a Fig.

4.4. As cordas ficardo sujeitas as tensdes T, ¢ T, dirigidas ao longo de seu

comprimento e, portanto, agindo sobre o corpo. Como este estd em equilibrio,
a soma total das forgas agindo sobre ele é nula, de forma que:

YE=)F=0 =
T, cos6, =T, cosB, =0
T, sen®, + T,sen6, —Mg =0

D]

Fig. 4.4 - Corpo suspenso por cordas.

Destas duas equagdes tiramos T, e T,:
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T - Mgcos0, _ Mgcos0,
' cos0,sen®, +sen, sen(@1 + 62)
Mgcos0, Mgcos0,
T, = =

" cos 0,sen0, +sen0, - sen(@1 + 62)

No caso da corda resistir somente a uma tensdo maxima T, podemos
analisar se T; ou T, ultrapassa tal limite.

Em dinamica, os problemas envolvendo cordas e fios sdo bastante
freqiientes e, portanto, vamos tecer algumas consideragdes a este respeito.
Vamos considerar uma corda de massa M, e comprimento L que sustenta um
corpo de massa M ao longo da vertical (ver Fig.4.5). Queremos calcular a

B

tensdo na corda em toda a extensdo de seu comprimento.

T

DD

Mg

M

Fig. 4.5 - Corpo suspenso por uma corda com massa.

Se isolarmos o ponto de contato entre o corpo e a corda temos T =
Mg. Por outro lado, se tomarmos um ponto a uma altura x sobre o corpo, a
massa total abaixo dele ¢ M+(M¢/L) x e para que a corda esteja em equilibrio,

a tensdo devera ser:

M
T(x)=Mg+ LC gx

Isto mostra que a medida que subimos pela corda seu nivel de tensao
aumenta e no ponto de contato com o teto T = (M + M,) g, como esperado. No
entanto, se a massa da corda for desprezivel, a tensdo ¢ a mesma em cada
ponto ao longo de seu comprimento e ela funciona apenas como transmissora
de esforgos.
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¢) Dois corpos ligados por uma corda

Considere dois corpos com massas M; e M, ligados por uma corda
sem massa ¢ podendo deslizar sobre uma mesa sem atrito. Existe ainda uma
forga F agindo sobre M,, como indicado na Fig. 4.6. Queremos encontrar a
tensdo na corda e a aceleragdo do sistema. Como a corda tem massa
desprezivel, ela simplesmente transmite a forca. Isolando os corpos, temos:

T=M1a1
F7T=M2a2

Fig. 4.6 - Corpos ligados p6 uma corda.

O sistema esta vinculado de forma tal que os corpos sdo obrigados a

andar juntos e assim a; = a, = a. Logo:

F-Ma=M,a = 3=L
M, +M,
M.F
T:Mlaz—1
M, +M,

d) Corpos em contato

Uma forca F ¢ aplicada sobre um corpo de massa M; que estd em
contato com outro corpo de massa M,, como mostra a Fig. 4.7. Ambos estdo
colocados sobre uma mesa sem atrito ¢ a questdo que se pretende responder ¢
sobre a forca que ¢ transmitida ao corpo 2. Como 0s corpos se movem juntos,
a aceleracdo sera a mesma para os dois e entdo podemos escrever:

F
F=(M1+M2)a = azm
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Voltamos agora a analisar o corpo 2. Chamando T a forca que 1 faz
sobre 2, temos:

M_F
T:M2a=—2
M, +M,

e assim vemos que este resultado € similar ao do caso em que os dois corpos
estdo ligados pela corda.

Fig. 4.7 - Corpos em contato.

e) n corpos conectados por cordas

Temos n corpos conectados por cordas conforme mostra a Fig. 4.8 e
queremos calcular a tensdo na corda que conecta um par qualquer destes
corpos. Como os corpos possuem mesma massa M e se deslocam juntos
quando submetidos a agdo da forca F, podemos escrever que a aceleragdo do
sistema ¢ a forca dividida pela massa total, isto €, a = F/(nM). A for¢a T; por
sua vez movimenta todos os corpos a sua esquerda, desde i até n. O nimero
destes corpos ¢ n-1i+1 e portanto:

T =(n—-i+)Ma=(n-i+1)[ ME _n=ixl)y
nM n
n | nl}p—n2f------ o gy g

L
s

Fig. 4.8 - Corpos conectados por cordas.

f) Sistema com polias: maquina de Atwood

Vamos considerar inicialmente uma corda ao redor de uma polia sem
atrito e sem massa como indica a Fig. 4.9(a). Como a corda possui massa

desprezivel, ela simplesmente transmite a tensdo e portanto, F;=F,=F.
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(b)

Fig. 4.9 - Corda ao redor de uma polia (a) e pequena por¢éo da corda (b).

Desta forma, ¢ como se a polia simplesmente mudasse a dire¢do da forga.
Podemos calcular a for¢a normal a polia da seguinte maneira. Tomemos uma
pequena porgdo de corda definida pelo angulo AO, como mostra a Fig. 4.9(b).
Projetando as forcas F na direcdo radial temos:

dN = 2Fsen(A6/2) = F A0

enquanto que a componente tangencial se anula. Para encontrarmos a forca
normal total (somada em modulo) devemos integrar no angulo:

N= .[ : FdO =oF (em modulo)

A maquina de Atwood é um dos exemplos mais simples envolvendo
polias, onde duas massas, M; ¢ M, sdo interligadas através de uma corda sem

massa, como mostrado na Fig. 4.10. Chamando a tensao na corda de T, temos:

T-M;g=Ma
-T+M2g=M2a

de onde tiramos

A tensdo T é dada por:

0o

T=Mg+Ma=Mg+M, (M, -M,)

(MZ +M1)
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e a forga exercida sobre o suporte da polia é:

a
T T
1\/‘[1 M, v
Mg M,g

Fig. 4.10 - Mdquina de Atwood.

g) Bloco sobre a mesa puxado por corpo na vertical

A Fig. 4.11 mostra um bloco de massa M, sobre uma mesa sem atrito,
puxado por outro bloco de massa M, sob a acdo da gravidade. Isolando o
bloco 1 temos:

T=M,a
enquanto que ao isolar o bloco 2 obtemos:
M,g-T=M,a
Combinando estas duas equagdes obtemos a acelera¢do do sistema como:

a— M,g
M, +M,

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecanica, calor e ondas



62 As leis de Newwton

(<N

Mzg

Fig. 4.11 - Bloco sobre a mesa e corpo na vertical.

h) Peso aparente de um objeto num elevador acelerado

Vamos imaginar um objeto no interior de um elevador acelerado como
indica a Fig. 4.12. Qual seria seu peso aparente se ele estivesse sendo medido
por urna balanga? O objeto pressiona a balanga com urna forca N, que ¢ o
proprio peso aparente medido por ela. Pela 3% lei de Newton, a balanga produz
uma for¢a N, s6 que dirigida para cima. O objeto anda junto com o elevador
de forma que a 2* lei de Newton fica:

N-Mg=Ma = N=M(g+a)

Se o elevador estiver acelerado para cima, o peso aparente ¢ maior que
Mg,enquanto que se a aceleracdo for para baixo, o peso aparente serd menor

que Mg.

o)

M

Mg

Fig. 4.12 - Objeto num elevador acelerado.
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4.4 Movimento circular

Como vimos anteriormente, quando um corpo encontra-se em
movimento circular, existe uma aceleracao radial, denominada centripeta, que
I3 2 s . . . ,
¢ dada por a,=v'/r, onde r ¢ o raio do movimento circular e v ¢ a

velocidade tangencial. E claro que a velocidade tangencial pode variar e,
portanto, existir uma acelera¢do tangencial. Vamos a seguir estudar varios
casos deste tipo de movimento.

a) Péndulo conico

Considere um péndulo de comprimento L, formando um angulo 6 com
a vertical e descrevendo um circulo de raio R no plano horizontal, como indica
a Fig. 4.13. Qual ¢ a velocidade tangencial da massa M? Para responder esta
pergunta, vamos analisar as for¢as agindo sobre ¢la.

Tsend TcosO

Mg

Fig. 4.13 - Péndulo cénico.

Na direcdo radial temos T sen® = Mv*/R, enquanto que na direcio
vertical, T cos® = Mg. Dividindo uma equagao pela outra obtemos:

tgd = v’/Rg
ou entio:
R  R%
JIZ-R? 12 -RZ

v =Rg

Suponha que o fio se rompa com uma tensdo T,. Para que velocidade

isto ocorrera?
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b) Movimento circular vertical

Considere um corpo de massa M preso a uma corda de comprimento
R sem massa, posto para rodar em movimento circular no plano vertical, como
mostrado na Fig. 4.14. A posigdo do corpo ¢ especificada pelo angulo 0 e tal
que no ponto maximo (1) 6 = 0 e no ponto minimo (2) 6 = w. Inicialmente
estamos interessados em determinar a tensfo na corda quando o corpo se
movimenta com velocidade constante. Na dire¢ao radial temos:

2

T+MgcosO=Mv/R = T=

1

—MgcosH

M

12
Fig. 4.14 - Movimento circular vertical.
Deste resultado vemos que T = Mv*/R - Mg ¢ a tensdo minima para 0
=0°e¢ T =Mv’/R + Mg ¢ a tensdo maxima para 0 = n. A Fig. 4.15 mostra um

grafico completo de T contra 6. A velocidade minima capaz de manter o

movimento circular ocorre quando T = 0 e vale v _. =+/gR. Para

velocidades inferiores a esta, ndo é possivel haver movimento circular na

vertical.
M 1T
v2
M
R Ve e ,
1
1
1
I
1
MV2 1
-M
R ¢ i ,
Y

21 0
Fig. 4.15 - Tensdo na corda em fungéo do dngulo 6.
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¢) Péndulo simples

O movimento pendular ¢ um dos movimentos mais estudados em
Mecénica Cléassica, ao lado do movimento harmonico do sistema massa-mola.
Considere o péndulo da Fig. 4.16 deslocado de um certo angulo 6. Usando a 2*
lei de Newton nas dire¢des radial e tangencial temos respectivamente:

T—-Mgcosd =Mv2/L
—Mgsen6 =Ma,

A

D

Mg

Fig. 4.16 - Péndulo simples.

Vamos supor que a condi¢do inicial do movimento seja 6 = 6p e v = 0, de
forma que Ty = Mg cos6,. Como a, = dv/dt = (dv/de)(de/dt) = (dv/dB) v/L
temos para a dire¢do tangencial:

dv v
-M 0=M——
gsen oL
= glsen0dO=-vdv

que pode ser integrado, resultando em:

gLI: sen 0 dez—jov Vde—ivz

0

A realizagdo desta integral é simples e leva a:

—gl(cos 0, —cos 9):%V2
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Logo:
2
v°/L = - 2g(cos0, - cosO)
e assim, a tensdo no fio varia com 0 de acordo com:

T = Mg(3cos0 - 2cosb)

d) Corda girante

Imagine uma corda de massa M e comprimento L colocada para girar
num plano horizontal (sobre uma mesa sem atrito) com velocidade angular o,
conforme mostra a Fig. 4.17. Queremos encontrar a tensdo na corda a uma
distancia r do ponto de fixag¢do. Para isto vamos considerar um elemento de
comprimento Ar, como mostrado na figura, cuja massa ¢ Am = (M/L) Ar.

Este elemento esta sujeito as tensdes T(r) e T(r +Ar). Pela 2° lei de Newton

temos:
2 M 2
T(r)— T(r + Ar) =Amor= fco rAr
o C (A_r) T(r) T(r+Ar)
O I I ) «~— Am N
r PR
Ar

Fig. 4.17 - Corda girando sobre uma mesa sem atrito.

Podemos re-escrever esta expressﬁo como:

T(r + Ar)— T(r) _ Mo’r
Ar L

No limite em que Ar tende a zero ficamos com:

. T(r + Ar)—T(r dT Mo’r
im, | H <

A seguir, vamos integrar entre os pontos 0 e 1:
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J'TT(R)dT:—l\/IE)2 jor rdr =

_ Mo’r? = T() Mo?r?

T(r)-T, = 8

Para encontrar o valor de Ty, notamos que T = 0 para r = L (a corda

acaba neste ponto). Logo,

2 2
O:TO—M(DL TO:M(DL
2
e conseqiientemente:
Mo’ (2 2
T(r)=——I(L" -1
(n="57- (L2 =)
A Fig. 4.18 mostra o grafico de T(r).
T 1n
Mo’L
2
r »
0 L

Fig. 4.18 — Tensdo na corda como fungdo da posicéo radial.

4.5 Forga retardadora proporcional a velocidade

Quando um corpo move-se no interior de um fluido (gas ou liquido),
age sobre ele uma forga proporcional a velocidade, porém na direcdo oposta
ao movimento. Esta forca ¢ denominada viscosa. Assim, vamos imaginar um
corpo com velocidade inicial vy, movendo-se num meio viscoso. Pela 2% lei de

Newton temos:

ma :mﬂ:—bv

dt
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Esta equacdo, chamada de equacdo diferencial, pode ser resolvida se

isolarmos v e t e a seguir integrarmos:

WDt = [ =D

A\ vo 'V
Logo:
mv-/Inv,= ﬁn(lj __b
\£ m
= V(t) =V, eXp {—E}
m

de modo que a velocidade do corpo decresce exponencialmente como mostra a
Fig. 4.19.

T vio

Vo

t

>
>

Fig. 4.19 - Velocidade de um corpo jogado com velocidade v, num meio viscoso.

Vamos imaginar agora um corpo num meio viscoso caindo sob a agdo

da gravidade. O balanco das forcas leva a seguinte equacao de movimento:

dv
mg-—-bv=m—
dt
A velocidade vai aumentando até que a forga gravitacional ¢ equilibrada pela
forga viscosa. A partir deste ponto teremos dv/dt = 0 e conseqiientemente nao
havera mais mudangas de velocidade. Dizemos entdo que o corpo atingiu sua
velocidade terminal vt que ¢ dada por:

mg=bv, = v, 2%
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Para resolvermos a equagdo de movimento vamos supor que o corpo partiu do

repouso. Isolando v e t temos:

dv_ _ Vdv _ (!
g_bv_dt =N J-Og_bV_J-O dt
m m
Fazendo a substitui¢do: g — b—n;’ =u = dv= —%du

m g—bv/m @ _ t
b -[g u - -[0 dt
g m g
A velocidade do corpo cresce como mostra a Fig. 4.20.

1 vy

Vi

Fig. 4.20 - Velocidade de um corpo acelerado num meio viscoso.

4.6 Forgas observadas na natureza

As forcas existentes entre as partes de um sistema sdo oriundas de
forcas gravitacionais, forcas

interagdes  fundamentais tais como:
(fortes e fracas). Estas forgas,

eletromagnéticas e forcas nucleares
responsaveis pela existéncia da matéria, serdo vistas em varios cursos futuros.

Nos vamos aqui abordar apenas os efeitos macroscopicos destas forgas.

a) Forcas elasticas: lei de Hooke

Denominamos de eldsticos aqueles corpos que ao sofrerem

deformacdes quando sujeitos a esforgos, t€m a propriedade de recuperarem
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sua forma original quando tais esfor¢os sdo removidos. Vamos imaginar a
seguinte experiéncia: consideremos uma mola com uma das extremidades fixa

na parede e com uma forca F aplicada na outra, como ilustra a Fig. 4.21.

Fig. 4.21 - Mola tracionada.

Antes da aplicagdo da for¢a F, a mola tem um comprimento livre Xq.
Ap0ds a aplicagdo desta, ela distende-se para um novo comprimento x, tal que a
deformacgdo ¢ dada por AX =X —X,. Se formos aumentando gradativamente a
forca F e medindo a deformagdo Ax associada, verificaremos a existéncia de
dois tipos de comportamento. Inicialmente, a forca e a deformagdo sdo
diretamente proporcionais, mas conforme F aumenta isto deixa de ser verdade.
Num grafico de F contra Ax, mostrado na Fig. 4.22, a regido de linearidade vai
do ponto 0 até o ponto 1. Neste regime, denominado de eldstico, vale a
relacdo:

F=k Ax

onde k (inclinacdo da reta) é chamada de constante de mola e a expressido
acima, conhecida como lei de Hooke. Se olharmos microscopicamente para o
material, neste regime os varios planos de atomos sofrem deslocamento
relativo entre si, mas um determinado atomo permanece sempre ligado a sua

posicao original.

0 AX

Fig. 4.22 - Deformacgéo de uma mola real sujeita a uma for¢a F.
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O regime que vai de 1 a 2 é denominado pldstico ¢ a deformacgdo
causada nesta regido ¢ permanente. Microscopicamente, os planos atémicos
pulam de uma posi¢do para a seguinte, gerando deformagdes permanentes no
material. Ao atingir o ponto 2, o material ndo resiste mais ao esfor¢co e rompe-
se.

plastico

Fig. 4.23 - Descricdo microscopica dos regimes eldstico e plastico.

b) Forcas de contato e atrito

Quando duas superficies solidas sdo colocadas em contato, existe uma
resisténcia ao deslocamento relativo destas superficies que ¢ denominada de
atrito. O atrito tem sua origem no fato de que as superficies ndo sdo
microscopicamente perfeitas, de maneira a se estabelecerem varios pontos de
contato que dificultam o movimento relativo entre as superficies, como mostra
a Fig. 4.24.

W

Fig. 4.24 - Superficies reais em contato.

Devido a esta natureza da forga de atrito, esperamos que quanto mais
forte uma superficie for pressionada contra a outra, maior deve ser a

resisténcia ao deslizamento, ou seja, maior € o atrito. Logo, a forca de atrito é
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proporcional a forca normal entre as duas superficies: F,, o N. Outro fator que
influencia a intensidade da for¢a de atrito ¢ a qualidade da superficie: se esta
for bem polida, o atrito sera menor. Finalmente, o tipo de material usado na
confecgdo de corpo também € importante na determinagdo de F,: se o material
for macio, a tendéncia é que ele se “amolde” a outra superficie e isto dificulta
o deslizamento. A qualidade da superficie e a dureza do material especificam
o coeficiente de atrito p que definiremos a seguir.

Vamos imaginar um experimento onde uma forga F variavel ¢
aplicada sobre um corpo de massa M, inicialmente em repouso sobre uma
superficie aspera, como esquematizado na Fig. 4.25. Se F ¢ relativamente
pequena, o corpo continua em repouso ¢ neste caso, F = F,.. Note que se F =0,
F. = 0, indicando que a forca de atrito s6 existe se houver tendéncia ao
deslizamento. Se continuarmos a aumentar F, esta atinge um valor maximo
para o qual o corpo se encontra iminéncia de deslizar. Neste ponto define-se o
coeficiente de atrito estatico como F., = U.N. A partir dai, o corpo entra em
movimento e qualquer incremento em F contribui exclusivamente para
acelerar o corpo, como mostra a Fig. 4.26. Na situagdo de movimento, a forca
de atrito ¢ F,, = uyN, onde Ly € chamado de coeficiente de atrito dindmico.
Assim, no regime estatico F,; < u.N e no regime dinamico F, = 3N, sendo pg

< U, (verificado experimentalmente).

s3]
=<

at

Fig. 4.25 - Corpo puxado sobre uma superficie com atrito.

Como exemplo do calculo de for¢a de atrito, tomemos um corpo de
massa M sobre um plano inclinado, como mostra a Fig. 4.27. Da. 2° lei de
Newton temos:

N-MgcosO=0

Mg senf - F,, = Ma
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r iminéncia de deslizamento
MeN L ___

UGN -=====----~ - b

deslizamento

45°

F

Fig. 4.26 - Variagdo da forca de atrito com a forca externa aplicada.

No caso do corpo estar na iminéncia de deslizamento, a = 0 ¢ F,, =
HeN. Desta forma, . = tg0.

N

07
Fig. 4.27 - Corpo sobre um plano inclinado com atrito.

Como segundo exemplo, vamos analisar um rotor no parque de
diversdes, mostrado na Fig. 4.28. Este rotor ¢ constituido de um cilindro de
raio R, com fundo, colocado para rodar com velocidade angular ®, tendo
varias pessoas no seu interior. Assim que o cilindro atinge a rotacdo maxima,
o fundo ¢ retirado e as pessoas sdo mantidas no seu interior somente pelo
atrito do contato com a parede. Sendo p o coeficiente de atrito estatico, g a
aceleracdo da gravidade local, queremos encontrar a minima velocidade
angular capaz de manter a pessoa equilibrada. Neste caso, a for¢a normal ¢

dada pela forca centripeta e entao,

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecanica, calor e ondas



74 As leis de Newwton

Fig. 4.28 - Rotor com atrito num parque de diversées.

Como exemplo final desta se¢do, vamos tratar o caso de uma polia
com atrito. Como ja discutimos anteriormente, uma polia ideal (sem atrito)
apenas modifica a dire¢do de uma forca sem modificar seu valor. Queremos
agora analisar como a presenca do atrito modifica F; comparada com F,. Para
isto, vamos tomar um elemento da polia mostrada na Fig. 4.29 e verificar as

forcas sobre ele.

Fig. 4.29 - Corda em polia com atrito.

Na direcao x:

N = (T + AT)sen (A?e) +Tsen (A?ej
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AB  AB

A .
Como A6 é pequeno, sen— = cos— ~1 e assim,
2 2

N :(T+AT)(A76)+T(A79):2T(A76)+%AG =T AO

Na direcgdo y:
(T + AT)cos (A?e) =Tcos (A?ej +uN

= AT =uN =uTA0 = i—zuT

no limite em que AO — 0, temos limag_0 (AT/ AG)ZdT/ dO=pT e
portanto:

dTpdo = ['9T-nf a0

fn(%j =u0 = F =F exp{ue}

2

4.7 Forcgas inerciais

Quando a observagao de um movimento ¢ feita de um referencial ndo
inercial (acelerado), as leis de Newton deixam de ser validas, isto €, a forca
sobre 0 corpo ndo obedece a relagio F = mdv/dt. Como a lei de forca neste
caso fica bastante dificil de ser escrita, principalmente porque ela depende da
posicdo momentanea do corpo, nds introduziremos uma forga extra no
problema, que ¢é equivalente ao efeito produzido pelo fato do referencial ser
ndo inercial. Com a adicdo destas forgas ficticias, chamadas de for¢as
inerciais, a lei de Newton passa a ser novamente valida. Note que as forgas
inerciais simulam o efeito de uma forga real, porém elas ndo sdo exercidas por
nenhum elemento do sistema. Vamos ilustrar o uso das forgas inerciais através

dos véarios exemplos que seguem.

a) Vagiao acelerado
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Vamos considerar um vagdo acelerado como mostrado na Fig. 4.30
dentro do qual encontra-se um observador. Se deixarmos um corpo cair a
partir do repouso, para um observador externo, a trajetoria ¢ tal que a unica
forga agindo sobre o corpo é Mg .

Para um observador no interior do vagio acelerado, a trajetoria do
corpo ¢ tal que indica a existéncia de uma forca —Ma, de forma que a forga
total vista por ele é:

F=Mg-Ma

onde o termo entre —Ma ¢ a forga inercial.

Fig. 4.30 - Corpo em queda livre visto por um observador acelerado.

Por outro lado, se o corpo estiver preso por uma corda no teto do
vagao, um observador externo vera o corpo acelerado tal que:

T+Mg=Ma (observador em repouso)

Para um observador no interior do vagdo, o corpo nao esta acelerado

e, portanto, para ele, a equacgdo de forgas ¢:

T+ Mg —-Ma = 0 (observador acelerado)

b) Forca centrifuga

Consideremos uma plataforma girando com velocidade angular o e
sobre ela um corpo preso ao centro por uma haste sem massa, como mostrado

na Fig. 4.31. Para um observador externo a plataforma, a unica for¢a agindo
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sobre o corpo é a forga centripeta F = Mo’r, que mantém o corpo na sua
trajetoria circular. Para este observador, a 2% lei de Newton vale na sua forma
usual:

F=-Mo’ =Ma

Para um observador sobre a plataforma, o corpo estd em repouso
(a= 6), porém a haste continua tensionada por um valor que pode ser medido
com um dinamdmetro. Para ele, deve entdo existir uma for¢a contraria a da
haste que mantenha o equilibrio do corpo. Esta forca também vale Mo’r,
porém ¢ dirigida para fora do circulo. Ela ¢ chamada de for¢a centrifuga e s
existe no referencial ndo inercial.

&>

Fig. 4.31 - Corpo soliddrio a uma plataforma rodando com velocidade w.

¢) Forca de Coriolis

Um segundo tipo de forga inicial existente em referencial girante ¢ a
for¢a de Coriolis, que depende da velocidade e ¢ perpendicular a ela quando
medida no referencial girante. Consideremos dois observadores, um no centro
e o outro na borda de uma plataforma girante, como na Fig. 4.32. Num
determinado instante, o observador do centro (A) arremessa um corpo com
velocidade V para o observador da borda (B).

Quando o corpo chega na borda, o observador B ja deslocou-se de um
angulo 0 e para ele, o corpo foi submetido a uma forg¢a que se desviou para a
esquerda. O segmento de arco descrito pelo observador B, localizado a uma
distancia r do centro ¢ s = r 0 = rot. Por outro lado, o corpo anda uma
distancia r com velocidade constante v e portanto r = vt. Conseqiientemente, s
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2 , A .
= v o t". Para o observador B, este segmento de arco & consequéncia da
aceleragdo provocada pela forca de Coriolis:

_ 1 2 _ 1, 02
$= (2V(0)t 5 at

ou entdo: F. = 2mve, perpendicular a velocidade. Esta forga tem direcdo
tangencial e o sentido oposto ao da rotagdo do referencial.

Fig. 4.32 - Observadores numa plataforma girante.

As forgas inerciais em referenciais girantes sdo de extrema
importancia devido ao fato que a Terra ¢ um referencial deste tipo. Estas
forgas podem ser escritas em termos de produtos vetoriais se considerarmos o
vetor ® como sendo perpendicular a plataforma girante.

—

= —mox(®xT)=-md(dF)+mT(3.6)= mo’T

centrifuga

FCoriolis

=-2m®xV

onde Vv ¢ a velocidade no referencial girante.

Como exemplo do efeito da forga de Coriolis, vamos analisar o caso
de um corpo que cai de uma altura h sobre a superficie da Terra, na linha do
Equador. Na auséncia de rotagdo, o corpo cairia exatamente na dire¢ao radial.
Devido a rotagdo da Terra, a for¢a de Coriolis produzira uma pequena
deflexdo que queremos calcular. Vamos desprezar a forga centrifuga supondo
que ela ja esta incluida em g. Vamos fazer um calculo simplificado para
determinar a deflexdo x. Suporemos v = gt radial muito maior que a

velocidade produzida pela for¢a de Coriolis.
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dv dx 2 1 2
a =—-=2mgt = v =——=mwgt" = X=-—-ogt
3
[0) 2
Como o tempo de queda ¢ t = /A temos XzTg(z—hj . Usando
g g
2 s rad _
S 22 eh=100 mobtemos x~2cm.
©=a%3600 210

Exercicios

1 - Encontre o angulo 0 da Fig. 4.33 tal que o sistema permanega em repouso.
Despreze o atrito.

2 - Encontre a razdo entre as massas M; ¢ M, tal que o sistema permaneca em
repouso na Fig. 4.34. Despreze o atrito.

2Kg Q\
‘ L7
6 >
Fig. 4.33 Fig. 4.34

3 - Encontre a aceleragdo do corpo de 2 Kg da Fig. 4.35.

4 - Encontre a massa do corpo A tal que a aceleracdo do corpo B da Fig. 4.36

¢ nula.
16 Kg
/ % - {]X0
5Kg
1 Kg
2Kg
Fig. 4.35 Fig. 4.36
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5 - No sistema da Fig. 4.37 o corpo A desliza sobre uma superficie com
coeficiente de atrito . As cordas e polias ndo tém massa.
a) encontre as aceleragdes dos blocos A ¢ B;
b) encontre a tensdo na corda ligada ao corpo A.

u\ Al ]
.

R

Fig. 4.37

6 - Dado o angulo 6 de um plano inclinado sem atrito, qual deve ser a
aceleragdo ag tal que o bloco de massa m mostrado na Fig. 4.38 ndo
deslize?

Fig. 4.38

7 - Se o plano inclinado do problema anterior tiver um coeficiente de atrito p,

qual sdo as aceleragdes maxima e minima tal que o bloco néo deslize?

8 - Uma corda de comprimento L e densidade linear de massa A passa por uma
polia sem atrito. Ela é solta do repouso, estando um comprimento X
pendente de um lado e L-x do outro.

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecanica, calor e ondas



As leis de Newwton

81

a) determine a aceleragdo como fungao de x;

b) para que situacdo a aceleracao ¢ nula?

9 - a) O sistema da Fig. 4.39 ¢ livre de atrito. Determine o valor da forca F tal

que o corpo A ndo desca nem suba.

b) Se houver um atrito estatico 1 entre as superficies dos blocos, quais os

valores de forcas méxima e minima tal que o corpo A ndo des¢a nem

suba?
M
F
————————p | M
M| A
Fig. 4.39

10 - Um corpo com velocidade inicial v, penetra num meio que produz uma

forga viscosa F =—b+/v. Determine a maxima distincia que o corpo

penetra neste meio.

11 - No sistema mostrado na Fig. 4.40 encontre: a) a aceleracao do conjunto e

b) a forga na corda, no ponto A.

12 - O sistema mostrado na Fig. 4.41 usa polias sem massa. Encontre as

aceleracoes de cada bloco ¢ a tensdo na corda.

polia sem atrito

Fig. 4.40

Fig. 4.41
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13 - No sistema mostrado na Fig. 4.42, o bloco em contato com a superficie

horizontal sem atrito esta sujeito a uma forga F. Existe um atrito estatico
| entre este bloco e o bloco A de tal maneira que ndo existe movimento
relativo entre os trés blocos que compdem o sistema. Calcule: a) o angulo

0, b) a tensdo na corda e ¢) L minimo.

14 - N corpos ligados entre si através de cordas sem massa sdo puxados em

15

uma rampa por meio de uma for¢a F. Calcule a tensdo na corda ligada ao

i-ésimo corpo.

- Considere o péndulo conico mostrado na Fig. 4.43, onde a corda que liga

a massa M ao ponto O ndo tem massa.
a) encontre o angulo 6 como fungdo da velocidade da massa M
b) encontre a tensdo da corda no ponto O

A |
w0 M 01
B v
— M M
p=0
Fig. 4.42 Fig. 4.43

16 - Um corpo de massa M encontra-se pendurado através de uma corda ideal

sobre um bloco triangular de angulo 0, conforme mostra a Fig. 4.44. Nao
existindo atrito entre os blocos, pergunta-se qual ¢ a aceleragdo maxima
que pode ser dada ao sistema tal que o corpo M permaneca em contato
com o bloco triangular. Neste caso, qual ¢ a tensdo na corda? Se o
sistema estiver se deslocando com velocidade constante, qual o valor da

tensdo na corda e da normal?

17 — Um bloco de massa M repousa sobre uma mesa com coeficiente de

atrito estatico p.. Uma forca F ¢ aplicada ao bloco de maneira a
formar um angulo 6 com a horizontal, como mostra a Fig. 4.45.
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Supondo que o bloco esteja sempre na iminéncia de deslizar, a)
qual o angulo 6y que permite que a forga aplicada seja minima? e
b) neste caso, qual sera o valor da for¢a Fpy;,?

Fig. 4.44 Fig. 4.45

18 — Um bloco de massa M; encontra-se sobre outro bloco de massa
M,, que desliza sobre o chao, conforme mostra a Fig. 4.46. O
atrito estatico entre os dois blocos € . € o atrito cinético entre o
bloco 2 e o chdo ¢ .. a) Determine a maxima for¢ca F que pode
ser aplicada ao bloco 2 sem que o bloco 1 deslize sobre ele. b) se a
forca for aumentada tal que M; comega a deslizar, e o atrito
cinético entre os blocos também ¢ ., qual sera a aceleracao de

cada massa?

19 - Um bloco de massa M encontra-se sobre outro bloco de mesma
massa, num plano inclinado liso, de angulo 6, conforme mostra a
Fig. 4.47. O atrito estatico entre os dois blocos € L, e entre o bloco
inferior e o plano € zero. a) Determine a maxima for¢a F que pode
ser aplicada ao bloco superior sem que este deslize sobre o bloco
inferior. b) Neste caso, qual sera a aceleragao do sistema?

F
M,
F
M2 >
0
Fig. 4.46 Fig. 4.47
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20 - Um corpo de massa m encontra-se sobre um bloco triangular de
angulo 0 e massa M, conforme mostra a Fig. 4.48. Nao existe
atrito entre o bloco triangular e o chdo, e o atrito estatico entre os
dois blocos ¢ p. Pergunta-se: a) qual a for¢a horizontal maxima F
que pode ser aplicada ao bloco m tal que ele ndo deslize sobre a
cunha? b) qual ¢ o valor da normal nesta situacao?
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TRABALHO E
ENERGIA

5.1 Trabalho e energia cinética

O conceito de energia ¢ um dos mais importantes em Fisica. De uma
forma geral, dizemos que um corpo contém uma determinada quantidade de
energia quando ele tem capacidade de exercer forca e realizar trabalho sobre
um segundo corpo. Para estabelecermos o conceito de energia, vamos
inicialmente definir trabalho em uma dimensdo como:

W= I: F, (x)dx

que nada mais é do que a area da curva F, (X) entre os pontos X; ¢ X,. Esta
forga ¢ a forga total agindo sobre o corpo, isto é,

F(x)=YF. (x)

Vemos que sO6 ha realizagdo de trabalho quando a for¢a e o
deslocamento forem ndo nulos. Podemos ainda definir um trabalho

infinitesimal como sendo:

dW =F_(x)dx

onde dx ¢ um deslocamento infinitesimal no qual F, (x) pode ser considerada
constante. A unidade de trabalho é N.m =J ou dyn.cm = erg (1J = 10’ erg).

A partir da defini¢do de trabalho dada acima, podemos usar a 2* Lei de
Newton para definir o que ¢ energia cinética.

W:J-: Fdx:J.:2 m%dx:m.[: %%dx
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wenf e n ] e pveo pve)

A quantidade K = 1 mv’=1p?/m ¢ denominada de energia cinética.

O resultado mostrado acima, chamado de feorema do trabalho-energia,
estabelece que o trabalho realizado por um sistema de forgas € igual a variagdo
da energia cinética do corpo no intervalo considerado. Matematicamente,

W =K(xp) - K(x1)

Exemplo: Vamos considerar um corpo movendo-se sobre um plano
com coeficiente atrito dinamico p. Queremos determinar, usando trabalho e
energia, qual ¢ a variacdo da velocidade do corpo com a distancia e qual € a
distancia percorrida até ele parar. A condigao inicial para este exemplo € que
na origem (x = 0) a velocidade ¢ v,. A forca agindo sobre o corpo é F,,= - uN
= - uMg de forma que o trabalho ¢ W = -uMgx. Quando o trabalho ¢ negativo
significa que estamos retirando energia cinética do corpo. Pelo teorema
trabalho-energia, temos:

W =-uMgx Z%MVZ —%MV(Z)

de onde encontramos:

V(x) =./Vi = 2ugx

A posic¢do para a qual o corpo para ¢ dada pela condi¢@o v(x) = 0, isto
¢, x =vi/(2ug).

O enfoque que demos ao trabalho até este ponto foi baseado no caso
unidimensional. Podemos generalizar a defini¢do de trabalho para o caso
tridimensional esquematizado na Fig. 5.1 como:

w=| SS Fds = K(S,)—K(S)
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S»

=1

517 ds
Fig. 5.1 - Realizacdo de trabalho para o caso tri-dimensional.

e desta forma, apenas a componente da forga paralela ao deslocamento realiza

trabalho. Lembrando da defini¢do de produto escalar, podemos escrever:

W = j dex+jyy]2 Fydy+j: F,dz

de forma que o trabalho em trés dimensdes pode ser entendido como a sorna
dos trabalhos em cada dimensdo. Este fato esta de acordo com o principio de
Galileu da independéncia os movimentos que vimos no Cap. 3. Como o
produto F.ds pode variar ao longo do caminho de integracdo, o calculo de W
pode muitas vezes ser complicado. Como exemplo deste tipo de calculo,
vamos tomar o caso de um corpo descendo um plano inclinado sem atrito e
partindo do repouso, como mostrado na Fig. 5.2.

N
A

Fig. 5.2 - Corpo descendo um plano inclinado sem atrito.

Caso 1: Como primeira maneira de resolver este problema vamos
considerar um eixo s paralelo ao plano e, conseqiientemente, também paralelo

a componente de forga mg senO que realiza trabalho. As componentes N e mg

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecdnica, calor e ondas



88 Trabalho e energia

cosB sdo perpendiculares ao deslocamento e, portanto, ndo realizam trabalho.
Temos:

S
W= J-O mgsend ds = mgsen0 s =%mv2 —%mv(z)

= V=4 2gssend

Caso 2: Podemos ainda escolher o sistema de coordenadas cartesianas
xy também mostrado na Fig. 5.2. Usando N = mg cosO , as equagdes neste
caso ficam:

Fx =N senO = mg senb cos0
Fy, =N cos0 - mg =mg (cos’0 - 1) = - mg sen’0

e assim podemos calcular o trabalho nas duas direcdes:

W, =IOX F.dx =mg sen 0cos 0 x :%mvi

W, = joy F,d, =mgsen’0y= %mvi

de onde tiramos: v’=v’ +V§, =2gsen® (xcos® + ysen6). Como x = s

cosO ey = -s sen0, temos: v’ = 2gs send (cos’®@ + sen’0) e portanto,
v =4/2gssen 0, que concorda com o resultado obtido anteriormente.

Caso 3: Uma terceira maneira de se calcular o trabalho realizado sobre um
corpo ¢ através da parametrizagdo da trajetoria, que se traduz no conhecimento

de y(x). Neste caso, de acordo com a Fig. 5.3,

2
ds =/dx* +dy” =dx 1+[%) =

S, S, dy )’
W:ISI Fsds:jsl F,(x) 1+(d—zj dx
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wria
dx S,

Fig. 5.3 - Parametrizagdo de uma trajetoria S.

Si

No exemplo do plano inclinado que estamos tratando,

y=y,—tgbx = ﬂz—tg@
dx
dy 2_ 2n _ 1
= 1+(dxj =4/1+tg E)—sece—cose

F, =mgsen = sz:mg(zzr;g)dx

Comox=scos® = v=./2gssen0,como jahaviamos encontrado.

Resumindo, vimos trés maneiras de se calcular W. No caso 1),
escolhemos uma coordenada natural para o problema e a solugdo foi simples.
No caso 2), escolhemos coordenadas cartesianas ¢ a solucdo ja foi mais
complicada. No caso 3), a trajetoria foi parametrizada por y = y(x), mas este
método s6 ¢ conveniente quando a trajetéria for complicada, como por
exemplo, y = x/3, etc.

Uma outra situagdo que consideraremos a seguir ¢ a de um corpo
vinculado a mover-se sobre um cilindro sem atrito € que € solto de um angulo
0y com velocidade nula, como indica a Fig. 5.4. Uma anélise rapida das forgas
agindo sobre o corpo indica que apenas a componente tangencial mg cosf ¢
capaz de realizar trabalho. N e mg sen6 sdo perpendiculares a trajetdria. Neste
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problema, a coordenada natural ¢ o angulo 0. Vemos que: Fs=mg cos® ¢ ds
=-Rd0, ja que s e 6 aumentam em sentidos opostos. Assim,

A

Iy

Fig. 5.4 - Corpo vinculado a mover-se sobre um cilindro sem atrito.
0
W= —Ie mgcosO RdO = —mgR(sen 6 —sen0,)
0

W=AK = ng(senE)o—senE)):%mV2

= v(0)= \/ZgR(sen 0, —sen 9)

5.2 Poténcia

Quando um agente externo realiza trabalho sobre um corpo, podemos
definir poténcia como sendo a taxa temporal de energia que ele é capaz de

fornecer ao corpo. Assim, no caso de uma for¢a constante, dW = Fds e
P=dW/dt :F.%:F.V. A unidade de poténcia ¢é energia/tempo:
[P]=1/s ~ Watt (W).

5.3 Energia potencial

Nem sempre o trabalho realizado sobre um corpo por um agente
externo ¢ convertido totalmente em energia cinética. Muitas vezes o trabalho
da origem a um outro tipo de energia, chamada energia potencial.

Analogamente a energia cinética, um corpo com energia potencial tem a
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capacidade de realizar trabalho. Em geral, nesta situacdo existe um agente
externo realizando trabalho sobre o sistema de interesse. Através da realizagao
deste trabalho, o agente externo transfere energia para o sistema, que a
armazena de alguma forma. Quando o agente externo ¢é retirado, o sistema
libera a energia armazenada (energia potencial) através da realizacdo de
trabalho e converte esta energia em energia cinética.

Dentre os varios tipos de energia potencial, os mais comuns sdo a
gravitacional, elastica (mola) e elétrica (Coulombiano). Como exemplo de
energia potencial gravitacional, vamos considerar um corpo que se desloca
uma altura Ah = h, — h;. Para isto é necessario um agente externo trabalhando
contra a forca peso, como indicado na Fig. 5.5. Neste caso, F.,, = mg e o

trabalho realizado é:
Wext = FextAh = mgAh = U2 - Ul

onde U = mgh ¢ definido como energia potencial gravitacional. O trabalho
feito pela forca peso &

W, =-mgAh=—(U, -U,)

Se soltarmos o corpo, a energia potencial AU = mgAh se transformara
em energia cinética. Na verdade, o que fazemos é dar condi¢Ges para a forca
peso realizar trabalho:

W =mgAh = %mv2 = v =,2gAh

—3— h,
Fext

mg \ 4

Fig. 5.5 - Corpo sob a agdo da for¢a gravitacional.
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5.4 Forgas conservativas

Como vimos na sec¢do anterior, a energia potencial esta associada a
existéncia de uma for¢a a qual demos condigdes de realizar trabalho. Como
exemplo, temos a for¢a gravitacional, forca eletrostatica e forca elastica (de
mola). Estas forgas sdo denominadas conservativas. Quando as forgas
conservativas sao as unicas existentes no sistema, a soma das energias cinética
e potencial (chamada de energia mecanica total) permanece constante.

Se uma forga é conservativa, o trabalho total realizado sobre um corpo
¢ nulo do ele efetua uma trajetoria fechada e retorna a posi¢do inicial. Isto quer
dizer na trajetoria fechada a forga conservativa nio retira € nem cede energia

ao sistema. Matematicamente,
fEds =0

Imaginemos que um corpo estd indo do ponto S; ao ponto S, pela
trajetoria C;, sob a¢do de uma forca conservativa, como mostra a Fig. 5.6. Ao
atingir S, o corpo retorna ao ponto inicial S; pelo caminho C,.

(O] S

C
S, 2

Fig. 5.6 - Trajetéria fechada seguida pelo corpo sob a agdo de forga conservativa.
Nestas condi¢des temos:

§ Fds = jcl F.ds +jcz Fds =0

= jcl F.ds :—jcz E.ds
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Por outro lado, se invertermos o sentido de percurso do caminho C,, a integral
muda de sinal e assim,
 Eds=] Fds

Conseqiientemente, concluimos que o trabalho realizado por uma forca
conservativa independe do caminho que conecta os pontos 1 e 2. Ele s6
depende da posicao dos pontos inicial e final do movimento, o que torna
logico associar-se uma energia potencial a cada ponto do percurso.
Lembrando-me do caso da forga peso,

W= [Fds=-(U,-U,)=-AU
¢ para um deslocamento infinitesimal, dW = ~Fds. As energias potenciais
mais comuns sao:

a) gravitacional (proximo a superficie da Terra): F =—mgy, ds =dy
Y2
= U, -U/ = _Iy (- mg)dy =mgy, ~mgy,

Portanto, U(y) = mgy + C

b) Elastica (de uma mola): F=-kx%, ds=dx

U(xz)—U(xl)zk.[Xz xdx:%(xg —xf):> U(x)z%kx2 +C
o

I_2

¢) Eletrostatica: F=—2%f e fds=dr

U(rz)—U(rl)z—j:—%dr:—a(é—%j = U)=-%+C
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5.5 Determinacao da forga a partir da energia
potencial

Corno vimos anteriormente, a toda forca conservativa esta associada
uma energia potencial. Muitas vezes conhecemos a energia do sistema e a
partir dela queremos encontrar a for¢a e o movimento do corpo. Considerando

apenas o caso unidimensional,

au

dU=-Fdx=F =-
dx

ou seja, o conhecimento da energia potencial permite o calculo da forca que
age sobre o corpo. No caso de forgas radiais, € facil verificar que:

O uso desta expressdo ¢ importante quando queremos determinar as
posic¢des de equilibrio de um corpo. Consideremos, por exemplo, a energia
potencial de uma mola, que como vimos, é dada por: U(x) = % kx*. Neste
caso, F(x) = -kx. Vemos que no ponto x = 0, dU/dx = 0 e assim F(0) =0 ¢
assim esta ¢ uma posicdo de equilibrio. Neste caso, o equilibrio é estavel, pois
quando o corpo se afasta da origem a mola exerce uma forca restauradora no
mentido de trazé-lo de volta. Por outro lado, se considerarmos um potencial do
tipo:

C

Ux) =
(x) x? +a’

como mostra a Fig. 5.7, a for¢a sera dada por:
2C
F,=
(x2 + a2)
Neste caso também temos dU/dx =0 em x = 0, porém agora o equilibrio é

instavel pois quando o corpo se afastar da origem, teremos uma forga positiva

que o obriga a se afastar ainda mais. Note que:
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d’U 2C
dx? 1x=0 __a_4 <0

De um modo geral, dado U(x), teremos equilibrio se U’(x,)= 0. O equilibrio
sera estavel se U”(x¢) > 0 e instavel se U”’(x¢) < 0, onde X, € o ponto de
equilibrio.

U(x)

X

Fig. 5.7 — Potencial com ponto de equilibrio instdvel.

5.6 Forcgas dissipativas

Além das forcas conservativas temos ainda as chamadas forcas
dissipativas, que ao contrario das primeiras, removem energia do sistema,
transformando-as em outras formas de energia, como por exemplo, calor. Na
presenga de forgas dissipativas, o trabalho realizado por estas forcas ¢é igual a
variagdo da energia mecanica total do sistema. Tomemos por exemplo, o caso
do atrito. Langando-se um corpo de massa m com velocidade v, sobre a mesa

com atrito p, o trabalho realizado pela forca de atrito é:
W = —umgAx = %mv2 —%mvé

onde Ax ¢ a distancia percorrida pelo corpo e a diferenca de energia ¢
dissipada na forma de calor.
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5.7 Conservacgao de energia

Até agora vimos que um sistema mecanico pode apresentar dois tipos
de energia potencial, do tipo:

U@ =-| 12 F(f)df +C

e a cinética:
1 2
K=-mv
2
A soma dessas energias ¢ denominada energia mecanica total do

sistema num determinado ponto

E,..=U+K

Na auséncia de forgas dissipativas esta quantidade ¢ uma constante de

movimento, isto €,

dE

mec

dt

Como exemplo, vamos considerar o sistema massa-mola na auséncia

de forgas dissipativas. A energia mecanica ¢ dada por:
mec

E :lmv2 +lkx2
2 2

Como mdv/dt = —kx e dx/dt = v, temos:

dE
=% = —vkx + vkx = 0
dt
No caso de haver forgas dissipativas,
dE
AE__ =W, = = =P
mec fd dt

onde P ¢ a energia dissipada. No caso do problema com atrito que resolvemos

na sec¢ao anterior temos:
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a =—pg = v(x)= /vy - 2pgx

1 5, 1
AE =—mv’ ——mv, = —umgx
mec 2 2 0 H g

dE
S = —hmgy(x) = —umegy v{ — 2ugx

Um grafico desta poténcia como func¢do de x estd mostrado na Fig.

5.8.

A

P

Hmgy,

\i
2pg

Fig. 5.8 - Poténcia como fungdo da posigdo.

O uso da lei de conservagdo de energia ¢ muito importante porque
quase sempre permite a resolucdo de problemas sem a necessidade de se
resolver a equacao de movimento. Vamos a seguir apresentar alguns exemplos
que utilizam o principio da conservacdo de energia.

a) Péndulo simples

Este problema ja foi resolvido através da 2* Lei de Newton, de onde
obtivemos v2(8)=2Lg(cos—cos @, ). Vamos obter este mesmo resultado

usando conservagdo de energia. O péndulo ¢ solto com vy = 0 na posicdo 0,
como indica a Fig. 5.9. Escolhendo a posi¢@o do teto como U = 0, temos

E(0,)=-mgLcos0,

E(0) = —mgLcos0 + %mv2
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E(0)=E(®,) = mgLcos6, =-mgLcos +%mv2

de onde tiramos que v*(0)=2Lg(cos0—cos 0, ).

M
Fig. 5.9 - Péndulo simples.

b) Maquina de Atwood

Este dispositivo, também ja discutido com a 2* Lei de Newton esta
esquematizado na Fig. 5.10. Vamos supor que os corpos sdo soltos em yjg €
ya0. A conservagdo da energia mecanica fornece:

1 2, 1 2
m,gy,, +m,gy,, =m,gy, +m,gy, +Em1V1 +5m2V2
Derivando em relagdo ao tempo temos: 0 = m;gv; + mpgv, + myvidv,/dt +
myv,dvy/dt, onde a, =dv,/dt ¢ a, =dv,/dt. Como a corda ¢ inextensivel,

+

Fig. 5.10 - Magquina de Atwood.
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v, =-V, € a, =-a,, e portanto: 0 :(ml —mz)gvl +(m1 +m2)avl, de
onde sai que:

. = (m, -m,)
1 (m2+m1)

para cima, pois € positivae a, = —a,, para baixo pois ¢ negativa.

¢) Corpo preso num aro por meio de uma mola

Vamos considerar um corpo de massa m preso a um aro sem atrito
através de uma mola constante k e comprimento livre nulo. O corpo ¢ solto do
ponto 0 mostrado na Fig. 5.11, com velocidade inicial nula. Queremos
encontrar as velocidades nos pontos 1 e 2. Usando conservagdo da energia

mecanica temos:

E(0)= %k(zR)2 +mg(2R)

E(1)= %k(ﬁR)z +mgR+-mv]

E(2)= %mv%

Fazendo E(0) = E(1) e E(0) = E(2) obtemos respectivamente:

2 2
2o KROFmER o IRTAmMER o anto, v, =2 v,
m m

bo #0000 0 A 006

Fig. 5.11 - Corpo preso num aro por meio de uma mola.
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d) Forc¢a viscosa

Vamos ver um exemplo onde a energia ndo se conserva.
Consideremos um corpo langado com velocidade v, num meio viscoso cuja

forca de atrito ¢ F = -bv. Neste caso ndo temos energia potencial, s6 energia

., ., . . 1 2
cinética. No inicio do movimento, K = Emv o- Para um deslocamento

infinitesimal Ax:

AK = K(v+Av)-K(v) = —bvAx

dK _ o -, dKdt_dK1_
dx dt dx dtv
dK
8 pyv2
T
Como K =3Imv? temos V2 2%. Logo,
dK 2b dK 2b
—=—-—K — =——dt
dt m = K m
Integrando entre 0 e t temos: ﬁn(KLj = —[2—b)t , de onde sai que: K
0 m

= Ky exp{-2bt/m} e portanto, %mvzzémvg exp{-2bt/m}. Tirando a raiz

obtemos: v = vy exp{-bt/m}, que coincide com o resultado obtido com a 2% lei
de Newton.

5.8 Corpo sob a acao de um potencial arbitrario

Quando um corpo move-se num potencial arbitrario conservativo,

como aquele mostrado na Fig. 5.12, a energia total E = %mv2 (x)+ U(x)é

uma constante de movimento. Nos pontos X; € X;, K = 0, E = U(xy,) e,
portanto, v = 0. Estes pontos sdo chamados pontos de retorno. O movimento
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sO ocorre entre X; € X,, pois fora desta regido U(x) > E e a energia cinética
teria que ser negativa, o que implicaria numa velocidade imaginaria. Para
encontrarmos a equagdo de movimento, fazemos:

v(x)= dx_ \/%,/E—U(x)

dt

S — _d
= ()—f t

Integrando esta igualdade teremos x = x(t), que representa a equagao

de movimento.
F Y

U(x)

U(x)

L /

U -

4

L 4

X Xy

Fig. 5.12 - Corpo movendo-se num potencial arbitrdrio.

Exercicios

1 - Um corpo ¢é acelerado uniformemente a partir do repouso até atingir a
velocidade vy no tempo t;. Mostre que a poténcia instantanea fornecida ao
corpo ¢€:

P(t) = mv; iz
ty

2 - Considere o sistema da Fig. 5.13, onde a forga F é constante e os planos
tém coeficiente de atrito dindmico p. Calcule o trabalho total realizado
pelas forgas agindo no sistema quando o mesmo desloca-se uma distancia
infinitesimal Ax.
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Fig. 5.13

3 - Considere o potencial de Lennard-Jones comumente utilizado como sendo

a energia de interacdo entre dois dtomos constituindo uma molécula:
() =€ [(r, /1) =201, /1)’

a) Faca um grafico de U(r) contra r, b) Mostre que o minimo de energia
(posic¢do de equilibrio) ocorre em ry, ¢) Ache a forga entre os atomos como
funcdo de r e d) Qual é a energia necessaria para separar os atomos que

constituem a molécula?

4 - Um péndulo de massa m e comprimento £ ¢ solto do ponto 6 = 60° a partir
do repouso, como indicado na Fig. 5.14. Ao atingir a posi¢@o vertical 6 =
0°, o corddo do péndulo encontra um prego colado a uma distancia d do
teto. Encontre a distdncia d minima que a massa m execute rotagdo ao

redor do prego.

5 - Um corpo de massa m move-se no interior de um trilho circular vertical de
raio R (Fig. 5.15). Quando m estd na posicao mais baixa sua velocidade ¢
Vo. @) Qual é o minimo valor de vy tal que o corpo percorra todo o trilho? b)

Se vo for 78% do valor determinado em a), o corpo sobe pelo trilho até o
ponto P, perdera contato com o trilho. Determine a coordenada 0 deste
ponto.

6 - Um corpo de massa M, sujeito a um potencial U(x) = - cosnx, € solto na
origem (x = 0) com velocidade vy. a) Faca um esbogo do potencial na
regido - 1 < x < 1; b) Encontre a forga F(x) agindo no corpo e c¢) Qual ¢ a
maxima velocidade vy que pode ser dada ao corpo de tal maneira que ele
fique confinado na regido - 1 <x < 1?
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Fig. 5.15

7 - Uma massa m escorrega sem atrito ao longo da montanha russa mostrada
na Fig. 5.16. A parte circular tem raio R e a massa parte do repouso no
ponto B, a altura h medida em relacdo a base dos trilhos. a) Qual ¢ a
energia cinética de m no ponto P? b) Qual ¢ a aceleragdo de m no ponto P,
admitindo que a massa permanega no trilho? c) Qual ¢ o menor valor de h
para que m execute o movimento circular? d) Para um valor h maior do
que este minimo escreva a expressdo da for¢a normal exercida pelo trilho

sobre a massa.

8 - Um corpo de 2 Kg ¢ solto num plano inclinado de um ponto que dista 4 m
de uma mola de constante de forca k = 100 N/m. A mola esta fixa
paralelamente ao plano, inclinada de © = 30° (Fig. 5.17). a) Calcular a
compressdo maxima da mola, admitindo que a sua massa seja desprezivel;
b) Calcular a compressdo maxima da mola, quando o plano inclinado tem
atrito (coeficiente de atrito entre ele e o corpo igual a 0,2); ¢) No caso do
plano com atrito, qual a altura atingida pelo corpo no seu retorno para
cima?

9 - Dois corpos andando com mesma velocidade v sobre um plano horizontal
estdo distanciados de d. Apos subirem uma ladeira de altura h, qual sera a
distancia entre eles? (Fig. 5.18).
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Fig. 5.16 Fig. 5.17

10 - Um bloco desliza com velocidade v, sobre um plano horizontal sem atrito.
Subitamente ele encontra uma rampa com angulo de inclinagdo 6 e
coeficiente de atrito dinamico p. Qual altura maxima H o bloco sobe na

rampa?

11 - Um corpo de massa M ¢ preso por uma corda de comprimento L e pode
rodar em torno do ponto O, como indicado na Fig. 5.19. Qual é a minima
velocidade que o corpo pode ter ao passar pelo plano horizontal de forma

que ele fique em movimento circular?

d&
—>
[ ) [ )
M
d h )
—> | A\
o [ ) i
Fig. 5.18 Fig. 5.19

12 - Um corpo colocado exatamente na vertical de uma superficie cilindrica
sem atrito, comega a deslizar com velocidade v,, conforme mostra a Fig.
5.20. (a) Encontre sua velocidade em funcdo do angulo 6. (b) Encontre a
forga normal como fung¢do do angulo 0. (¢) Determine o angulo 6 para o
qual corpo se desprende do cilindro.

13 - Um corpo de massa m ¢ preso a uma mola vertical, de constante de mola
k, como mostra a Fig. 5.21. O corpo ¢ solto a partir do repouso, da posigdo
y=0, sendo que nesta situagdo a mola ndo estd distendida. a) Escreva a

energia potencial como funcdo de y (tome o zero de energia potencial
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gravitacional na posi¢cdo onde a mola ndo estd distendida). b) Complete
quadrados e faga um grafico de U(y) contra y, c¢) usando este grafico,
encontre a posi¢do de equilibrio do corpo, d) qual € o deslocamento
maximo realizado pelo corpo? €¢) qual é a velocidade maxima atingida
pelo corpo?

Vo

B

D

<
N
\

\

ap:

Fig. 5.20 Fig. 5.21

14 - Um péndulo simples de massa m e comprimento L encontra-se em
repouso na vertical. Subitamente a massa recebe um impulso
instantaneo que lhe confere uma velocidade vy, como mostra a Fig.
5.22. Encontre: a) a velocidade tangencial como fun¢do do angulo
0, b) a tensdo na corda como fun¢do do angulo 6, c¢) a menor
velocidade (Vo)min que permite ao péndulo realizar uma volta
completa em torno do pino O.

15 - Um bloco de massa M desliza sobre uma mesa com coeficiente de
atrito cinético n=3/4 Ele colide com uma mola de massa
desprezivel, de constante de mola k, inicialmente na posi¢do
relaxada, como mostra a Fig. 5.23. Na hora que o bloco atinge a
mola ele possui velocidade vo = 4/Mg?/k . a) encontre a energia
cinética como funcdo da posi¢do x, b) complete quadrados e faga
um grafico de Ex(x), ¢) qual a deformagdao maxima da mola? d) que
fracdo da energia inicial ¢ dissipada pelo atrito neste processo?
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O
) L
k
. v |
m. Vo > S
Fig. 5.22 Fig. 5.23

16 - Considere um corpo de massa m preso a um aro de raio R, sem
atrito, através de uma mola de constante k e comprimento livre
nulo, como mostra a Fig. 5.24. O corpo ¢ solto do ponto O com
velocidade inicial nula. Tomando o zero da energia potencial
gravitacional como mostrado na figura, encontre: a) a energia
mecanica do sistema no ponto O, b) uma expressao para a energia
mecanica no ponto P descrito pelo angulo 0, c) a velocidade da
massa no ponto P, d) a for¢a de reacdo do trilho no ponto P, e €) o
menor valor de £ para que a massa permane¢a em contato com o
trilho.

Fig. 5.24
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SISTEMA DE PARTICULAS
CONSERVACAO DE MOMENTUM

6.1 Centro de massa

Quando forgas externas agem sobre um sistema composto de varios
corpos, cada um deles movimenta-se, em principio, de uma forma diferente. O
movimento total do sistema ¢é bastante complicado, porém existe um ponto
particular, chamado centro de massa, cujo movimento pode ser encontrado
com facilidade. Sua introdug¢do visa facilitar a solucdo de problemas
envolvendo muitos corpos e seu comportamento € como se toda massa do
sistema estivesse concentrada sobre ele. Para um sistema composto de N
massas, o centro de massa ¢ definido como:

M=

X =) mX,

1771

o~
B

Il
—

Il
—_

M=
3
flg?
<

I
M=
3B
=<

1l
—

1l
—

-
B
I

M=
B

ZCM

I
—
I
—

1

onde (Xcm, Yem, Zem) sdo as coordenadas do centro de massa e (X;, i, Z;) sdo
as coordenadas do i-ésimo corpo. Para um sistema de duas particulas em uma
dimenséo, por exemplo,

MXCM = m;X; + myXs;
Tomemos alguns casos particulares:

a)m1=m2,x1=0,x2=d = XCM:d/2
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b)m1=2m2,xl=0,xz=d = XCM:d/3

Para um sistema com distribuicdo continua de massa, fazemos m; —
dm, X — I ¢ a definicdo de Xcyv € generalizada como:
v

Xewm = ﬁj‘v xdm

Como exemplo, vamos calcular a posi¢ao do centro de massa de uma
barra rigida de comprimento L e a massa M, mostrada na Fig. 6.1. Neste caso:

'y

L

I | 1 X

— e

dx dm = Adx

Fig. 6.1 - Barra rigida de comprimento L e massa M.

X =ﬁj‘: de:ﬁj‘: Axdx

CM
1 (ML L
X | = ===
cm M(L)Z 2

Como segundo exemplo, vamos encontrar o centro de massa de um
semicirculo de raio R ¢ massa M mostrado na Fig. 6.2, onde nR ¢ o
comprimento do semicirculo.

+y
M
> dm =Ads =——Rdb

Zﬁw x R

[
L il

Fig. 6.2 - Semicirculo de raio R e massa M.

_1(r (M) _R(" _Rnplto
XCM MIORCOSO R RdO njocosede nseneo 0
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1 (" M _R(" -_R "_2R .
Y —MJ-ORsene(nR)Rde—n.[osenede— ncoseo— =0.6R

CM T

6.2 Movimento do centro de massa

Tomando a derivada temporal na equagdo que define a coordenada
Xeum do centro de massa em uma dimensao, temos:

dxCM dx1 dx2
M=o =M g "M *

onde p; = m;v; ¢ o momentum do i-ésimo corpo. Tomando-se novamente a
derivada temporal ¢ usando-se a 2* Lei de Newton:

dv Ndp X
M—M = =) — F =F
i Mo =2 g =4 E
Assim, a resultante de todas as forgas atuantes sobre o sistema
obedece a 2* Lei de Newton, desde que seu efeito seja considerado sobre o
centro de massa. E interessante notar-se que quando somamos todas as forcas
existentes no sistema, estamos considerando, além das forcas externas, as

forgas internas exercidas por um corpo sobre o outro. Desta forma
N N N
— — int ext
F-YR-3 R YE
i=1 i=1 i=1

Como sabemos, as forcas internas sempre ocorrem aos pares (agao -
reacdo) e cancelam-se mutuamente quando efetuamos a soma sobre todos os

N
constituintes do sistema [ZF{‘“ = Oj. Assim, costumamos dizer que as

forgas internas nao modificam o estado de movimento do sistema como um
todo e portanto,
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N
— ext — t
Ma,, = D F&t = Fe
i=l
Somente forgas externas sdo capazes de modificar o estado de movimento do
centro de massa do sistema, que se move como se fosse urna tnica particula
N
de massa M = Zmi , sob a acdo da forca externa resultante que atua no
i=1

sistema.

Exemplo: Imaginemos um projétil lancado obliquamente que explode no
ponto alto da trajetéria de modo que a primeira metade cai verticalmente,
conforme mostra a Fig. 6.3. Queremos calcular a trajetoria da segunda metade.
Existe apenas a forca externa peso agindo sobre o sistema. Desta forma, de
acordo com o que vimos no Cap. 3 sobre langamento de projéteis,

Fig. 6.3 - Projétil lancado obliqguamente que explode no ponto alto da trajetdria.
Xy =V, cos0t
Yoy =V, senot —%gt2

v, senf

Apos a explosdo, que ocorre em t = , tempo que a massa 2m

demora para atingir o topo da trajetoria, temos:

v sen20
X, = ———— = constante
2g
2 2 2
vy sen-0 t—t 2
== —g( ) :Vosenet—g%zYCM

2g 2
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Vemos que a altura da massa 1 ¢ a mesma que a do centro de massa, ou em

outras palavras, eles caem juntos. Podemos calcular a posi¢do da massa 2 de

acordo com:
1 mv? sen20
XCM = VO Coset = %{mxz +02—g:|
2 sen20
= X,(t)=2v,cosb t—%
c,

2

gt’ _ 1 gt’
Yoy =V,sen0t -5 = E[myz + m(vo sent _Tﬂ

gt’
= y,(t)=v,send t_T =You

que assim como m; cai junto com o centro de massa. Da equagao para x, (t)

eliminamos o tempo:

(=X +v2sen20/2g

2v,cos0

e pela substitui¢do deste em y,(t) encontramos a equagdo da trajetoria y, (x)

apos a explosao:

tg0 v, sen20 X, +v2sen20/2g)’
Y2(X2):%(X2+ : j_g( = )

2g 2 4v; cos’0
: 3 v sen26
Daqui obtemos que y, = 0 ocorre quando X, . = 5T g como

esperado. Na auséncia de forcas externas, a velocidade do centro de massa ¢
constante, de onde segue que P = Z:imivi também ¢ uma constante de

movimento. Isto quer dizer que durante colisGes ou movimentos relativos

entre as varias partes do sistema, o0 momentum total ¢ conservado. Quando
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estudamos colisoes, as leis de conservacdo de energia € momentum serdo de

extrema importancia.

6.3 Sistemas onde a massa varia

Sistemas onde a massa varia sdo dificeis de serem resolvidos pela
aplicacdo direta da 2* Lei de Newton porque m e v variam simultaneamente.
Vamos considerar a situagdo mostrada na Fig. 6.4. Uma quantidade de massa
Am, com velocidade V', deposita-se sobre um corpo de massa m deslocando-

se com velocidade V. Vamos supor a existéncia de uma for¢a F que pode

alterar o momentum do sistema. No instante imediatamente anterior a colisdo:

P(t) = mv + Amv'
e no instante imediatamente posterior a colisdo:
P(t + At) = (m + Am) (V + AV) & m (V + AV) + Amv

onde o termo de ordem superior Am AV foi desprezado por ser muito

Am -
N4

m LV

pequeno.

Fig. 6.4 - Sistema com massa varidvel.
A variagdo do momentum ¢ dada por:
AP = P(t + At)— P(t) = mAV — Am (V'—V)
Podemos reconhecer U =V'-v como sendo a velocidade de Am
relativa & massa m, de forma que ficamos com: AP =mAV—Ami.
Dividindo-se esta expressdo por At ¢ tomando o limite para At — 0, obtemos:

r_dP_ dv_dm
Pt ™ ™ Y
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ou alternativamente,

mﬁ:hd—f?ﬁ

que € a 2° lei de Newton, porém modificada pelo termo d—mﬁ , conhecido por

dt
forca de empuxo (ndo confundir com a que aparece no principio de
Arquimedes, que veremos posteriormente ao tratar a mecanica dos fluidos).
Na auséncia de um agente externo, esta ¢ a forca que ¢ exercida sobre o
sistema pela por¢do de massa que foi adicionada ou que deixou o sistema.

Passemos agora a analisar alguns exemplos em que a equagdo acima se aplica.

a) Correia de carga - Cai areia a uma taxa dm/dt sobre uma correia
deslocando-se com velocidade constante v, como mostra a Fig. 6.5. Neste
caso, a aceleragdo ¢ nula e a velocidade da areia sendo adicionada relativa a
correia € —u, pois tomamos o sentido positivo das velocidades para a direita. A
forga necessaria para manter a correia com velocidade v é:

F:d—mu

dt

F/e N

e areia

Fig. 6.5 - Correia de carga.

b) Foguete no espaco sem gravidade - Em varias situagdes fisicas o sistema
consegue um grande impulso através da ejecdo de massa. Consideremos um
foguete num instante de tempo t, como esquematizado na Fig. 6.6. Vamos
supor que o foguete esteja no espaco sem gravidade. Entre t e t + At, uma
quantidade Am de massa serd expelida do foguete com uma velocidade U
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(relativa ao foguete). Aplicando a 2* lei de Newton modificada pela forca de

empuxo temos:

V+ AV
_—

t t +At
Fig. 6.6 - Foguete no espago sem gravidade.

dv _ g, dm
mdt 0+ dtu

onde F = 6, dv/dt é a aceleragdo do foguete com relagdo a um referencial

em repouso € U € a velocidade da massa expelida com relagdo ao foguete.
Tomando o sentido positivo das velocidades para a direita vemos que U ¢
negativo, mas como o foguete perde massa, dm/dt também ¢é negativo. Assim,
a aceleragdo ¢ dirigida para a direita. A equag¢do de movimento pode ser
integrada resultando em:
dv=gd0 = ["gy=g["dm
Vo m; m

= V=V, +ﬁ€n(£
m,

sendo m, a massa inicial do foguete. Se o foguete tem uma carcaga que pesa

M, carrega uma quantidade de combustivel AM e parte do repouso, a
velocidade final sera:

= 04ifn| oo | = |
V= +UHV——UHM—

i £
onde M; =M + AM e M;= M. Como o sentido de U é oposto ao de V temos:

AM
- 1+_)
\% u Kl’l(
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¢) Foguete no campo gravitacional - Esta situacdo esta mostrada na Fig. 6.7.

Neste caso, F= Mg e portanto,

dv _ s odm
mdt—mg+u dt

g=-g, V=v§ e i=-uf
dv, dm _, dV__(g+udm)

TmEEMG T g dt m dt

—_
<i

1 F=Mg
Fig. 6.7 - Foguete no campo gravitacional.

Tomando vy= 0 e massa inicial my,

.[OV dV:—.[Otgdt—u :}d?m

= v=u€n(&j—gt
m
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Exercicios

1 - Um bloco de massa m repousa sobre uma cunha de massa M e angulo 6,
que por vez estd colocada sobre uma superficie horizontal, como
mostrado na Fig. 6.8. Soltando sistema a partir do repouso, com o corpo a
uma altura h, determine a velocidade da cunha quando o bloco tocar o
solo. Todas as superficies sdo isentas de atrito.

Fig. 6.8

2 - Um corpo de massa M = 400 g ¢ solto do repouso de uma altura h =10 m
com relagdo a superficie da Terra. Simultaneamente, uma bala de massa
m = 100 g ¢ disparada verticalmente da superficie com velocidade vy= 10
m/s. Sabendo-se que em algum lugar da trajetdria as massas colidem e se
unem, pergunta-se qual o tempo que as massas demoram para cair desde
o instante em que M ¢ solta.

3 - Um vagdo de carga aberto pesa 10 ton. e esta deslizando num trilho sem
atrito com velocidade de 60 cm/s. Inicia-se repentinamente uma forte
chuva e as gotas caem verticalmente com v, em relacdo ao chio. Qual ¢ a

velocidade do vagao apo6s coletar 500 Kg de agua?

4 - Sobre o prato de uma balanga é colocada uma ampulheta. No instante
inicial (t = 0) toda a areia esta em repouso na parte superior da ampulheta.
Sendo que a areia cai para o recipiente inferior a uma taxa A = dm/dt, faga
um grafico mostrando a leitura na balanga para t > 0.
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5 - Um jato de agua com velocidade vy e fluxo ¢ = dm/dt ¢ dirigido para cima

conforme mostra a Fig. 6.9. Uma lata com a boca para baixo ¢ sustentada

pelo jato. Se a massa da lata ¢ M, a que altura ela ficara?

6 - Uma gota de chuva de massa inicial My comega a cair a partir do repouso.

Supondo que a gota ganhe massa ao passar pelas nuvens a uma taxa
proporcional ao produto da massa pela velocidade (dm/dt = KMyv),
calcule a velocidade v(t). Despreze a resisténcia do ar.

arctgh(v/ax
Nota: dx gh )

1 -ax? Ja

-

M
TVO

Fig. 6.9

Um foguete de brinquedo tem uma carcaca que pesa 100 g ¢ uma
quantidade inicial de combustivel de 400 g. A velocidade relativa ao
foguete com que o combustivel sai ¢ 100 m/s ¢ a taxa com que ele é
queimado ¢ de 100 g/s. Supondo que ele decole da superficie da Terra (g
= 10 m/s’ constante), com velocidade inicial nula, que velocidade
maxima ele atingira?

Calcule a poténcia necessaria para levantar verticalmente uma corda
inicialmente enrolada no solo, com velocidade constante v,. A densidade

linear de massa da corda é A e no inicio ela esta completamente enrolada.

9 - Calcule as coordenadas (Xcn, Yem) do centro de massa de um pedago de

10 -

anel delgado (arco) de raio R e angulo 2o, como mostra a Fig. 6.10.

Um carrinho motorizado, de massa m, encontra-se sobre uma prancha de
madeira de massa M, que por sua vez encontra-se sobre o chdo

extremamente liso (sem atrito), conforme mostra a Fig. 6.11. O carrinho
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comeca a andar com aceleracdo a relativa a prancha. a) Encontre a
distancia que a prancha percorre apds decorrido um intervalo de tempo .
b) Qual ¢ a energia cinética relativa ao centro de massa depois de

decorrido este tempo?

Fig. 6.10 Fig. 6.11
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Colisoes

7.1 Impulso

Colisao pode ser definida como sendo a interagdo momentanea entre
dois corpos. Durante o intervalo de tempo em que ocorre a colisdo, as forgas
entre os corpos alteram-se sensivelmente. As leis de conservacdo em Fisica
auxiliam consideravelmente o estudo das colisdes.

Vamos comecar considerando a lei trabalho-energia que vimos no
Cap. 5. Uma forca F agindo sobre um corpo de massa m ao longo de um

pequeno deslocamento Ax realiza um trabalho:
FAx = %mv% —%mvf = %(V2 —v,)(v, +v,)

No caso do deslocamento ser infinitesimal, v~ v,= v e v, - v{ = AV € assim,
FAx =mv Av

dividindo por At e tomando o limite At — 0

Fv = mVﬂ

dt
de onde obtemos a 2° lei de Newton para massa constante,

__dv_dp
F_mdt C o dt

Se a forga age sobre o corpo durante um intervalo de tempo At = t, — tj,

podemos integrar a expressao acima e obter:
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I= :2 Fdt =P, P,

onde ja fizemos uma generalizacdo para o caso tridimensional. A grandeza I
¢ o impulso causado pela forca F sobre o corpo durante o intervalo de tempo
At. Dizemos entdo que o impulso causado pela forga F ¢ igual a variacdo de
momentum do corpo.

Durante as colisdes, as forcas existentes em geral agem durante
intervalos de tempo bem curtos e a representagdo grafica para este tipo de
forga esta mostrada na Fig. 7.1. Do que discutimos anteriormente, a variagdo
da quantidade de movimento ¢ exatamente a area sob a curva. Muitas vezes ¢
interessante definir a for¢a média que age sobre o corpo:

F =1/At

m

F(0)

t

Fig. 7.1 - Exemplo de variagéo da for¢a com o tempo.

Como exemplo, podemos calcular a forca média exercida pelas bolas
disparadas por uma metralhadora contra um alvo. Se a metralhadora dispara R
balas por segundo, a for¢a real exercida sobre o alvo ¢ algo do tipo mostrado
na Fig. 7.2.

F(t) 1/R

Fig. 7.2 - Sequéncia de impactos produzida pelas balas de uma metralhadora.
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Desta forma, duraste o tempo 1/R, um momentum mv ¢€ transferido ao alvo, ou
seja:

1

Fm R

F =Rmv

m

=mv

Para R ~4/s, m= 0,05 Kg e v=100 m/s, temos F,,=20 N.

7.2 Transporte de momentum para uma superficie.
Pressao de um gas

Queremos encontrar a forga exercida por um feixe de particulas de
velocidade v e espagamento ¢ sobre uma superficie. Apds a colisdo as
particulas deixam a superficie com velocidade v’, como indica a Fig. 7.3.

Fig. 7.3 - Colisées de particulas com uma parede.

Durante um tempo t = //v (tempo de chegada), o momentum
transferido para a superficie ¢ m(v + v’) e conseqilientemente a forga média é
dada por:

F o m(v+v') _ mv (v +v')
" 17a% l

No caso em que v = v’ temos um choque perfeitamente elastico e definindo
uma “densidade linear de massa” como A = m//, a for¢a média se torna:

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecdnica, calor e ondas



122 Colisoes

2
F =2V _ oy’
m l

Uma das grandes aplicagdes da transferéncia de momentum para
superficies ¢ o calculo da pressdo que um gas contido numa caixa exerce sobre
as paredes da mesma. Vamos imaginar as moléculas do gas como sendo
esferas rigidas de massa m. Consideremos um recipiente de volume V com N
moléculas dentro, como mostra a Fig. 7.4. Supondo que o movimento das
moléculas ¢ perfeitamente isotropico, podemos dizer que a velocidade média ¢
a mesma nas diregdes X, y € z, isto €, vy = vy = Vv,. Assim, num dado intervalo
de tempo At podemos imaginar que n moléculas caminham para a superficie
com velocidade v,.

<= area A

é
é
/

Fig. 7.4 - Pressdo que um gds contido numa caixa.

O numero de moléculas que atingirdo a area A num intervalo de

tempo At é:

_1 _1N
n—2pVXAtA 5 v, AtA
]

onde o fator ; surge pelo fato de termos metade das moléculas caminhado

para a esquerda. Supondo que a colisdo com a superficie ¢ completamente
elastica, cada molécula transfere 2mv, de momentum. Isto quer dizer que no
tempo At, o impulso é dado por:

2
N
I=n2 =—mv AAt
n.2mv, =mv,

¢ assim a forga média agindo sobre a parede é:
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I _N_2
=—=—V mA
mo At v 0
A grandeza pressao ¢ definida como forga por unidade area e portanto:
F N 2
P=—+=—vm
A Vo

Existe um teorema, que veremos no futuro, chamado feorema da
equiparagdo de energia que diz o seguinte: a energia contida em cada grau de

liberdade do sistema esta associada uma quantidade % KgT, onde Ky €

chamada constante de Boltzmann ¢ T é a temperatura em graus Kelvin. Por
grau de liberdade queremos nos referir a. translacdo, rotacdo ou vibracdo de
molécula. Como a molécula que estamos considerando ¢é ideal, isto é, uma
massa pontual sem estrutura interna, o unico tipo de energia que ela pode ter é
a translacional (cinética). Para o grau de liberdade x, a energia é:

1 1
KX = Emvﬁ = EKBT
Portanto,
PV =NKT

que € conhecida como equacdo dos gases ideais.

7.3 Colisao e conservagcdao de momentum

Vamos considerar um sistema de particulas na auséncia de forgas
externas (Z Ff’“ = 0). Neste caso, existem apenas forgas internas, mas ja
vimos no capitulo anterior que (ZE““ = 0), ja que os pares agdo-reacao
cancelam-se mutuamente. Portanto, como a for¢a total ¢ nula, o impulso

também o ¢é e, conseqiientemente, 0 momentum total do sistema é conservado.
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Por outro lado, se olharmos para o centro de massa, veremos que sua
velocidade é constante, pois a forga externa ¢ nula. Com relagdo a energia

cinética do sistema, podemos separa-la em duas partes distintas:

K=1MV’> +K

2 M r
onde M ¢ a massa total do sistema. O 1° termo, que permanece constante para
qualquer tipo de colisdo ¢ a energia cinética do centro de massa. O 2° termo K,
corresponde a energia dos componentes do sistema com relagdo ao centro de
massa. De acordo com a variacdo de K, a colisdo pode ser classificada como:
colisdo perfeitamente elastica - K, ndo se altera; e colisdo perfeitamente
inelastica (plastica) - K, ¢ completamente dissipada. A maioria das colisdes

esta entre estes dois extremos.

a) Colisao perfeitamente elastica

Neste tipo de colisdo, tanto 0 momentum como a energia cinética sao
conservados. Vamos considerar um sistema de dois corpos antes e depois da
colisdo como mostra a Fig. 7.5

antes depois Vi

Fig. 7.5 - Colisdo perfeitamente eldstica.

Pelas leis de conservagdo de momentum e energia as equagdes para o
problema sdo:
| 21 2 1 2 1 2
—-mvV +—mvV_ =—mV_+—m.yV
2 1l g 22 9 1 1f 9 2 of

mv; +m,vy =m,;V,y +M,V,,
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que podem ser resolvidas fornecendo os valores de Vlf e sz. Como exemplo,

vamos considerar o caso da colisdo de dois corpos em uma dimensao, tendo

um deles velocidade inicial nula, conforme indicado na Fig. 7.6.

Vi—=V _
M — v2i=0

Fig. 7.6 - Colisdo unidimensional eldstica com corpo inicialmente em repouso.
Queremos encontrar vV,.e Vv, apos a colisdo. Usando as equagdes

vistas anteriormente,
Mv =Mv,; + mv,,

Eliminando A da equagdo de conservacdo de energia e substituindo

na de conserva¢do de momentum, obtemos uma equacdo de 2° grau cuja
solucdo é:

Vig = Vor

nViv _METFv)
1+M “m 1+M

=0 que ¢é a
2f q

O sinal + em vV, e-em vV fornece v.=ve Vv
condi¢do inicial do problema, sempre contida na solugdo pois satisfaz
conservagdo de momentum ¢ energia. A solugdo que nos interessa é aquela

que ocorre apos a colisdo, que ¢ dada por:

-1

Vi =—"—"V
1+M
M

V.. = 2 \%
2f_1+M
m

A primeira observagdo que podemos fazer é que:

Vor = Vi = _(Vzi _Vli)
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isto é, “a velocidade relativa de um corpo em relagdo ao outro ¢ apenas
invertida na colisdo”. Este ¢ um resultado sempre valido em colisées eldsticas
unidimensionais.

A seguir vamos analisar alguns casos particulares de colisdes elasticas
em uma dimensao:

M = m) Neste caso, V,,= v e V= 0 de forma que existe uma troca de

velocidades.

M/m>>1) v =V e Vv, = 2v, existindo um grande impulso na massa menor.

M/m <<1) v,,=-ve v,.= 0, ocorrendo somente uma reflexdo do corpo mais

leve.

b) Colisoes perfeitamente inelasticas
Neste caso a energia cinética ndo ¢ conservada embora o momentum o
seja. Como exemplo, vamos considerar o tipo de colisdo os corpos ficam

unidos ap6s o choque, como mostrado na Fig. 7.7.

Vii Vai V¢
M, M, M (M, —
] ]

Fig. 7.7 - Colisdo perfeitamente ineldastica.

Usando a conservagdo de momentum,

M, v, +M,v,,
M, +M,

M, v, + M, v, :(Ml +M2)Vf =V =

que ¢ justamente a velocidade do centro de massa do sistema. Vamos a seguir
calcular a quantidade de energia dissipada na colisdo. Calculando as energias
antes e depois da colisdo temos:
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K; :lMIVlzi +lM2V%i
2 2
2
K _l(MIVIi +M2V21)
2 M, +M,

que € sempre negativo, mostrando haver perda de energia. Para o caso em que

Vv; = 0 temos

AK M,

K, M, +M,

que ¢ um resultado importante para estimarmos perda de energia em

experimentos com péndulo balistico.

Exercicios

1 - Dois carrinhos com massas m; € m, ¢ velocidades v; € v, chocam-se
clasticamente (a energia se conserva). Sabendo-se que o momentum do
sistema se conserva durante a colisdo, calcule as velocidades dos carros
apos o choque.

2 - Duas bolas A ¢ B de massas diferentes colidem. A esta inicialmente em
repouso ¢ B tem velocidade v. Depois do choque B tem velocidade v/2 e
se move perpendicular a dire¢do do movimento inicial. Determine a
dire¢do do movimento de A apds a colisdo. Qual ¢ a varia¢do da energia
devido a colisdao?

3 - Considere o péndulo balistico mostrado na Fig. 7.8. A massa m tem
velocidade inicial v ¢ se une a massa M apds a colisdo. Determine o

angulo maximo atingido pelo péndulo.
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o B o

| L

v F’D |
_—
{ ] M M+m
m

Fig. 7.8 - Péndulo balistico.

4 - Uma bala de massa m ¢ disparada com velocidade v contra um péndulo
balistico de massa M. A bala atravessa o péndulo e emerge com
velocidade (4)v. (a) calcular a altura maxima de elevagdo do péndulo, (b)

calcular a energia dissipada quando a bala atravessa o péndulo.

5 - Duas particulas, de massas m ¢ M, deslizam sem atrito ao longo do eixo x
com velocidades iniciais vy ¢ V, e colidem. (a) qual é a velocidade do
centro de massa? (b) qual é o momentum final de cada particula no
referencial do centro de massa? (c) qual ¢é a velocidade de cada particula

no referencial do laboratorio?

6 - Langa-se um corpo de massa m=0,2 kg com velocidade v,=12 m/s sobre
um carrinho de massa M=1,8 kg, que tem velocidade V=2 m/s. Sabendo-
se que existe atrito entre o corpo € o carro, mas nao entre o carro € a pista
pergunta-se: a) qual a velocidade final do corpo e do carro? b) qual ¢ a
energia dissipada pelo atrito?

7 - Um bloco de massa 3m repousa sobre uma mesa sem atrito, preso a parede
por uma mola de constante k. Uma bala de massa m ¢ disparada
horizontalmente contra o bloco, como mostra a Fig. 7.9 ¢ engasta nele.

Observa-se que a maxima deformac¢dao da mola ¢ x. Encontre: (a) a
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velocidade inicial da bala, (b) o impulso transferido pela bala ao bloco, (¢)
a fragdo de energia —AE/E; perdida na colisao.

8 - Uma particula com velocidade inicial v, colide com uma outra em repouso
e ¢ desviada de um angulo ¢. A sua velocidade, depois da colisdo é v. A
segunda particula recua e a diregdo de seu movimento faz um angulo 0

com a diregdo inicial do movimento da primeira., como mostra a Fig.

vsend

7.10. Mostrar que: tan = . Para obter este resultado, ¢

V, —VCcosd

necessario admitir que a colisdo ¢é eléstica ou ineléstica?

Vo
*—--0----
my my
Fig. 7.9 Fig. 7.10 '

9 - Um homem de massa m esta sobre um carrinho de massa M, que rola num
terreno plano sem atrito, com velocidade vo. Num certo instante ele pula
para o chdo com velocidade vy/2 em relagdo ao solo e na diregcdo oposta ao
movimento do carro. (a) qual ¢ a velocidade do centro de massa do
sistema antes e depois do pulo? (b) qual é a velocidade do carrinho depois
do pulo? (¢) transforme todas as velocidades para o referencial do centro
de massa e indique num diagrama as velocidades iniciais e finais do
homem e do carro neste referencial. (d) que energia o homem dissipou no
pulo? (e) qual ¢ a velocidade do centro de massa depois que o homem
atinge o chdo e fica parado?

10 - Uma mola de massa desprezivel ¢ constante k estd comprimida de uma
quantia x entre dois corpos de massa m; € m,. A mola ndo esta presa aos
corpos, mas sua compressao € mantida inicialmente por um barbante sem
massa, conforme mostra a Fig. 7.11. O sistema todo esta se movendo
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sobre uma mesa sem atrito, com velocidade Vcy. Subitamente o barbante

se rompe. Calcule as velocidades finais v; e v, das massas.
Vi

k V —_—) v
m; __W\ﬂr my = m;  HIy m, -
) S et M
Fig. 7.11

11 - Dois corpos de massas m; € m, caminham para a direita com velocidades
V] € Va, tal que vi>v,, conforme mostra a Fig. 7.12. O corpo 1 possui uma
mola de constante de mola k, que é comprimida durante a colisdo. Qual

sera a maxima deformacao da mola?

Vi V2
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DINAMICA DO
CORPO RIGIDO

8.1 Introducgao

Um corpo rigido constitui-se de um conjunto de particulas (massas
pontuais) dispostas de tal forma que as distancias relativas entre elas s3o fixas.
As leis da mecanica do ponto continuam vélidas se considerarmos somente o
movimento do centro de massa do corpo rigido. Além deste movimento
translacional descrito pelas leis de Newton, o corpo também pode sofrer uma
rotagdo ao redor de um eixo, que pode eventualmente passar pelo seu centro
de massa. Assim, para especificarmos com exatiddo a posi¢cdo de um corpo
rigido, ¢ necessario conhecermos o movimento de seu centro de massa ¢ o
angulo de rotagdo 0, como mostra a Fig. 8.1.

Fig. 8.1 — Movimento de um corpo rigido combinando translagéo e rotagdo.

8.2 Rotacao em torno de um eixo fixo

Vamos rever algumas grandezas fisicas necessarias para descrever a
rota¢do de um corpo rigido ao redor de um eixo fixo. Consideremos um ponto
localizado a uma distancia r do eixo de rota¢do de tal maneira que seu vetor
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posicdo forma um angulo 6 com a linha tracejada horizontal, conforme mostra
a Fig. 8.2.

Fig. 8.2 — Rotagdo de um corpo rigido em torno de um eixo fixo.

A velocidade angular do corpo ¢ definida como sendo a variagdo
temporal do angulo 6:
do
olt)=— rad/s
(t)="4 [rad/s]
Durante um intervalo de tempo dt, o ponto descreve um arco ds = rd0
= rodt, onde na ultima igualdade usamos a definicdo de ® dada acima. A
velocidade tangencial corresponde a variagdo de ds com o tempo € assim,
V)= —ret) [
dt
Como deixamos explicito acima, w(t) pode depender do tempo e sua
variagdo define a aceleragdo angular o

_do_d

2
o= i de [rad/s]

Evidentemente, neste caso temos também aceleragdo tangencial e
como 1 € constante durante a rotagdo (corpo rigido), ela ¢ definida como:
_d2s

dt?

L [m/s?]

=T

Devemos nos lembrar que como este ponto descreve um circulo,

também sofre a aceleragdo centripeta dada por:
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O conjunto de equagdes acima tem uma forma similar ao encontrado
no caso do movimento retilineo se substituirmos 6, ® ¢ o por X, v € a. No caso
em que o € constante (rotagdo uniformemente acelerada) obtemos por

integracao direta que:

=+ ot

8:60+(00t+%oct2

o2 =02 +20(0-6,)

As grandezas 0, ® e o que caracterizam o movimento rotacional
também podem ser representadas vetorialmente. A direg¢do neste caso ¢ a do
eixo em torno do qual o corpo roda. O sentido ¢ definido pela regra da mao
direita, colocando-se os dedos na diregdo em que 6 aumenta. O polegar
coincide entdo com o ecixo de rotacdo e indica o sentido do vetor 0.
Estritamente falando, 0 so pode ser considerado vetor quando o eixo de
rotagdo ndao muda ou quando |é |— 0. Caso contrario, ele ndo obedece a regra
de comutagdo dada por:

0,+6,=0,+6,

Como exemplo, consideremos duas rotagdes consecutivas de um
paralelepipedo, ambas de 90°, conforme mostra a Fig. 8.3. Se a 1% rotagdo se
der em torno de x e a 2* em torno de y, a posicao final do corpo sera diferente
daquela obtida se a ordem das rotagdes forem invertidas. Isto demonstra a ndo

comutatividade de 6. Por outro lado, ® € a comutam porque envolvem

vetores infinitesimais ( o=d0/dt e & =do /dt).
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90°
b

R F—p—> 90°

\

90°

Posicdo final

Fig. 8.3 — Ndo comutatividade da rotacdo de um corpo rigido para eixo néo fixo.

8.3 Energia rotacional e momento de inércia

Se imaginarmos um corpo rigido rodando em torno de um eixo fixo,
dividido num numero muito grande de partes, cada uma com massa Am;,
veremos que a energia cinética de cada uma destas partes é:

1 1
K, =—Am,v? =—Am r’»?
2 2
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pois sabemos que a velocidade tangencial ¢ v, =r,0 e que a velocidade

angular ® ¢ a mesma para todos os elementos de massa Am,. A energia

cinética total do corpo rigido pode ser encontrada somando-se as energias

individuais de cada componente do sistema:

1 2
K=2 K =2| 2 Am? o2
i i
O termo entre parénteses ¢ conhecido como momento de inércia,
denotado por 1. A energia cinética de rotagdo de um corpo rigido pode entdo

ser escrita como:

K =l
2

com I = ZAmiri2 . A defini¢do do momento de inércia dada acima ¢é valida

1
no caso em que o corpo ¢ composto por particulas discretas. Se tivermos uma
distribuicdo continua de massa devemos fazer Am;— dm e transformar a soma
em integral:

I:.[V r’dm

Comparando a energia cinética de rotagdo com a de translagdo, vemos
que o momento de inércia faz o papel da massa inercial e a velocidade angular
faz o papel da velocidade tangencial.

O momento de inércia depende fortemente da distribui¢do de massa
com relagdo a um eixo especifico, em torno do qual o corpo roda. Desta
forma, um mesmo corpo rigido pode ter varios momentos de inércia que
dependem dos eixos de rotagdo escolhidos. Para uma dada velocidade angular
®, como o momento de inércia depende do eixo de rotagdo, a energia cinética
também dependerd. Como exemplo, vamos considerar trés massas pontuais
(portanto, discretas), ligadas por hastes rigidas sem massa, de maneira a
formar o triangulo equilatero mostrado na Fig. 8.4. O momento de inércia em
relacdo ao eixo (1) mostrado na Fig. 8.4 ¢ dado por:
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I :Zm r2 :2m(L)2 — L2
1 it 2 2

m
Fig. 8.4 — Corpo rigido formado por um tridngulo equildtero com massas no vértice.

Queremos, a seguir, calcular o momento de inércia com relagdo a um
eixo perpendicular ao plano da figura e passando pelo centro de massa do
tridngulo. A distancia de cada massa a este eixo ¢ de d = L/4/3, de forma que

teremos:
Iy =3md? = ml?

Por sua vez, o momento de inércia em relagdio a um eixo
perpendicular ao plano da figura e passando por uma das massas é:

I, =2ml>2

O momento de inércia apresenta uma série de propriedades
interessantes que muitas vezes simplificam a realizag@o dos calculos. Veremos

estas propriedades a seguir.

Teorema dos eixos paralelos (Teorema de Steiner)

Se conhecermos 0 momento de inércia de um corpo em relagdo a um
eixo passando pelo centro de massa, podemos facilmente encontrar o
momento de inércia em relagdo a um eixo paralelo a ele, como mostra a Fig.
8.5. O momento de inércia em relagdo ao eixo passando pelo centro de massa

é:
Loy :J- r>dm
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enquanto que em relagdo ao eixo paralelo,

I:Ir'zdm

Iem

—occoo={)mmc=oo=

h

Fig. 8.5 — Figura usada para a demonstracdo do teorema dos eixos paralelos.
Entretanto, como r’ = h — r podemos escrever:
I= I(h—r)zdm = J'rzdm+h2J'dm—2hJ'rdm

O ultimo termo nos da a distancia do C.M. ao eixo passando pelo C.M. que,

obviamente, € nula. Logo,

I =1, +Mh?

No exemplo das trés massas formando o tridngulo equildtero visto
anteriormente na Fig. 8.4, encontramos: Icy = mL?. Tomando um eixo

paralelo que passa por uma das massas temos h = L/\/g e M = 3m. Pelo

teorema de Steiner encontramos:
L2
I, =1, +Mh?2 =ml? + 3m? =2ml?

que coincide com o resultado obtido anteriormente.
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Teorema dos eixos perpendiculares

Este teorema ¢ valido para corpos planos, do tipo placa, mostrado na
Fig. 8.6.

Fig. 8.6 — Figura usada para a demonstracdo do teorema dos eixos perpendiculares.

Os momentos de inércia com relacdo aos eixos x, y € z sdo dados por:
— 2
I = Iy dm
I, = .[ x2dm

I, = Ipzdm = I(x2 +y?)dm
Portanto, I, =1 _+ Iy , isto ¢, a soma dos momentos de inércia de dois eixos

perpendiculares contidos no plano do corpo ¢ igual ao momento de inércia em
relagdo a um 3° eixo perpendicular ao plano do corpo e passando pela
interse¢do dos dois primeiros. Quando este 3° eixo passa pelo centro de massa
¢ denominado de eixo polar.

Vamos a seguir considerar alguns exemplos de calculo de momento
de inércia.

a) Massa pontual — Este caso, mostrado na Fig. 8.7, ¢ o mais simples ¢ leva a
um momento de inércia dado por: I = md?,. Onde d é a distdncia da massa ao
eixo.
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Fig. 8.7 — Massa pontual rodando em torno de um eixo.

b) Arco de raio R - O calculo do momento de inércia de um anel de raio R
em relagdo a um eixo passando pelo centro de massa e perpendicular ao plano
do anel (eixo polar) também ¢ bastante simples porque cada elemento de
massa dm esta a mesma distancia r = R = constante do eixo de rotagdo,

conforme indicado na Fig. 8.8. Portanto,

I:Ierm:RZI dm = MR?

" i

ds

Fig. 8.8 — Anel rodando em torno do eixo polar.
¢) Barra delgada de comprimento L - A barra mostrada na Fig. 8.9 roda em
torno de um eixo perpendicular passando pelo centro de massa. A densidade

linear de massa ¢ A = M/L, de forma que o elemento infinitesimal possui dm =
A dx =(M/L) dx. Como —L/2 < x < L/2, temos:

L/2 , 3
- T lepe-(e)¥

-L/2

L/2 _ M2
L2 12
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|

s

Fig. 8.9 — Barra delgada rodando em torno do centro de massa.

d) Barra delgada com eixo passando pela extremidade — Conforme
indicado na Fig. 8.10, a tUnica diferenca do caso anterior ¢ o intervalo de
variagdo de X, que agora é: 0 < x < L. Desta forma, a integral fica:

L 3 2 2
1= e (ax = A0 = MLy, L)

onde nesta ultima passagem utilizamos o teorema dos eixos paralelos.

M

L

Fig. 8.10 - Barra delgada rodando em torno da ponta.

e) Anel de raio r com eixo no plano do anel - A densidade linear de massa
para o anel é A = M/2nR, de forma que o elemento de massa mostrado na Fig.
8.11 possui dm = A RdO = (M/2n)d6. Sua distancia ao eixo y ¢ dada por:
x = Rsen 0 e, portanto,

I :j“MstenZedez MR’ jz" (1=cos20) 4

y 0o 27 2w Jo 2
2
= Iy = M? =1

pela propria simetria do problema. Por outro lado, vemos que I, + I, = MR? =
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I, como era de se esperar pelo teorema dos eixos perpendiculares.

Fig. 8.11 — Anel rodando em torno de um eixo contido no seu plano.

f) Disco de raio R - A densidade superficial de massa de um disco de raio R é
o = M/nR?. Conforme vemos na Fig. 8.12, um disco pode ser considerado
como composto de um grande numero de anéis concéntricos, de raio r e
espessura dr. A massa elementar de cada um destes anéis ¢ dada por: dm = ¢
dA, onde dA = 2mrdr.

Fig. 8.12 — Disco rodando em torno do eixo polar.

O momento de inércia polar do anel ¢ dI, = dm r’. Para calcularmos o
momento de inércia do disco devemos somar as contribui¢des de todos os

anéis concéntricos compreendidos entre 0 e r. Assim,

_Rz(M) _2M (R 54 _ MR?
IZ_.[o r RC 27trdr—R2 J-O r’dr = )

Pelo teorema dos eixos perpendiculares,
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g) Cilindro macico de raio R - A densidade volumétrica de massa para um
cilindro de raio R e altura H ¢ dada por: p = M/V = M/zR*H. Por outro lado,
um cilindro pode ser encarado como se fosse uma pilha de inumeros discos
finos de raio R ¢ altura dz, como visto na Fig. 8.13. A massa de cada disco ¢
dm = p nR*dz = Mdz/H. O momento de inércia polar de cada disco elementar
¢ dl, = % dm r’, como calculado no item anterior. Ao se somar as
contribui¢des de todos os discos fazemos uma integral onde z varia de 0 a H.

Assim,

2
1=1[R%dm :l&jﬁ dz=1MR?2
2 2 H 0 2

Neste caso ndo podemos usar o teorema dos eixos perpendiculares
para encontrar I, ou Iy, pois o corpo ndo ¢ plano.

Fig. 8.13 — Cilindro macigo rodando em torno do eixo de simetria.

8.4 Dindmica da rotagcdao em torno de um eixo fixo

Da mesma forma que a translagdo, a rotagdo é causada por um agente
externo produzindo uma forga. Consideremos um corpo rigido rodando com
velocidade angular @ em torno de um eixo fixo O, conforme mostra a Fig.
8.14. Existe uma forga F aplicada a uma distancia T do eixo. Queremos
encontrar o trabalho realizado por esta forga.
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Fig. 8.14 - Trabalho realizado por uma for¢a durante a rota¢do de um corpo rigido

Durante um intervalo de tempo dt, o corpo roda a um angulo

d6 = &dt , de modo que o ponto especificado pelo vetor f(t) percorrera uma

distancia dS e o trabalho realizado pela forga F ¢ dado por:
dW =F.ds

Usando a definigdo vetorial de d6 e dd, podemos escrever ds

como sendo

€ assim,

1

fornecida pela forca F como sendo:

P =(7).(fo)

ot
Para que o trabalho (ou poténcia) ndo seja nulo, F deve ter uma
componente paralela a ds e, consequentemente, perpendicular a T.
Comparando com 0 movimento translacional vemos que ® faz o papel de V ¢
T=Tx F faz o papel da forca. T é denominado de forque da forca F em

relacdo ao ponto O.
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Vamos a seguir encontrar uma relagio entre T e O que seja
correspondente a 2* lei de Newton. Ja vimos que K =4 Iw?, portanto:

p_dK_dflo?)_,-do_ -
dt  dt\ 2 “dt '
Logo,
. do -
t=l—=1Ia
dt
No caso de termos varias for¢as produzindo varios torques,
escrevemos:

N
z T, =la
i=1

Como aplicacdo direta desta lei de rotacdo, vamos considerar o
seguinte exemplo: uma corda de densidade linear de massa A estd enrolada em
uma roldana de massa M e raio R, que pode rodar livremente em torno de um

eixo, como mostra a Fig. 8.15. O momento de inércia da roldana ¢
I, =3MR2.

Fig. 8.15 — Corda desenrolando de uma roldana.

Se um comprimento f, esta inicialmente desenrolado e a velocidade
angular inicial w, ¢ nula, qual serd a aceleragdo e a velocidade da corda como
fungdo de ¢? Nesta situagdo, a massa pendente é m(/) = Al e a 2° lei de
Newton para a corda é:

ma=mg-T = Aa=Alg-T
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O torque realizado pela corda sobre a polia é dada por: T = RT de

modo que,
do

RT=la=I,"

Por outro lado, como a corda ndo desliza sobre a roldana podemos escrever v
=Rm e a=Ra. Assim,

RT=,2 = T:k—?:%
Substituindo este resultado na equagdo para a corda obtemos:
__Mg
B A+ M
2

; i g —dv _dvdl
Para o calculo da velocidade fazemos: a = at =4l dt

Como d¢/dt = v, temos:

dv_1dv’ _ Mg

& 2d0 ~,, ™

2
Lot hglde o gM ((MR2HAL
2" _J-fOMJrM/z_g(K to) T M2+ AL,

Este resultado mostra que se M = 0 a corda estara em queda livre. Porém, se
M = 0 parte da energia ¢ gasta para aumentar a velocidade angular da polia.

8.5 Equilibrio estatico de um corpo rigido

Como vimos até agora, um corpo rigido pode possuir movimentos
rotacional e translacional, aos quais estardo associados respectivamente um
torque ¢ uma forga externa. Dizemos que um corpo esta em equilibrio quando
seu movimento rotacional-translacional ndo se alterar no tempo (a = a = 0).

Em particular, quando ha auséncia de movimento (v = o = 0) dizemos que o
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corpo esta em equilibrio estdtico (repouso). A condi¢do necessaria para que

ocorra esta situagao é:

Z F=0 (translacional)
z% =0 (rotacional)

Vamos analisar alguns exemplos onde o equilibrio estatico se
manifesta. Inicialmente, vamos considerar uma escada encostada numa parede
sem atrito, como mostra a Fig. 8.16. Sabendo-se que a massa da escada ¢ M, o
comprimento € L e o atrito com o chdo é u, queremos calcular o menor angulo
0 para o qual a escada ndo escorrega.

Ny

Fig. 8.16 — Escada apoiada numa parede sem atrito.
Como as forgas e torques totais sdo nulos:
Mg-N,=0
N;—Fx=N;-uN,=0

Mg%cos 6—-N,Lsen®=0 (torque em torno de O)

Deste conjunto de equag@o encontramos uma expressao para o angulo

minimo 0:

1 1
tgd=—— ou 0=tgl| ——
0 o0 0=y

Um segundo exemplo ¢ o de uma caixa de altura h e base L, colocada
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sobre uma mesa inclinada com atrito, conforme mostra a Fig. 8.17. Se a caixa
nao desliza, qual ¢ a maxima inclinagdo antes dela rolar?

Enquanto o torque em torno de O devido a forga peso estiver apontado
no sentido indo para o interior da pagina (horario) ndo havera rotagdo. Quando
ele inverte de sentido (anti-horario), havera rotacdo. Existe uma situacdo em
que o torque € nulo, o que define o angulo critico 0.. Se este angulo for
diminuido, o torque ¢é horario (ndo roda) ¢ se for aumentado é anti-horario

(roda). Esta situacdo critica ocorre quando T € paralelo a F (T=rx F= 0),

isto ¢, quando a forca peso passar pelo ponto de apoio O. Nesta condigéo,

L2 L
=12
\\L

<0

Fig. 8.17 — Caixa num plano inclinado com atrito.

8.6 Aceleracao constante

Vamos nesta se¢do considerar o caso em que existe uma for¢a externa
agindo sobre o corpo rigido, capaz de produzir uma aceleracdo constante. Em
geral, existe nesta situagdo um movimento combinado de rotagdo e translagdo.
Estes movimentos podem ser analisados independentemente e posteriormente

relacionados por uma equagdo do tipo o = a/R ou o = v/R.

a) 10-i6 — Considere um i6-i6 de massa M ¢ raio R (na forma de um disco
como o mostrado na Fig. 8.18) que ¢é solto a partir do repouso. Queremos
encontrar o(t) e v(t).
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Mg
Fig. 8.18 — 16-i6 solto a partir do repouso.
As equagdes para forgas e torque sao dadas respectivamente por:
Mg—-T=Ma
TR-lo = T=1%
R
onde I = MR%2, a é a aceleragdo do centro de massa do disco e o torque é
calculado em relagdo a este ponto. Nas duas equagbes acima temos 3
incognitas (T, a e o), mas uma nova equagdo envolvendo a ¢ a pode ser
encontrada. Se estivermos no centro de massa veremos o ponto P subindo com
aceleragdo a ¢ o disco rodando com aceleragdo angular a. Assim, é facil
notarmos que: a = Ra = Rd(o/ dt , onde entdo,

I do do
59 _MR=2
R dt dt

I \do 1 \do

MR +— |—=MR|1+= |—=M
+ij (+2jm
Logo: %—‘t‘) = %% de onde se obtém w(t) = %%t e consequentemente
2
V(t) = RO)(t) = ggt

b) Carretel — Um carretel de raio interno r e raio externo R encontra-se sobre
uma mesa com atrito como indicado na Fig. 8.19. Ele é puxado por um fio que
produz uma for¢a F fazendo um angulo 6 com a horizontal. Observa-se que
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para 6 < 6. (angulo critico) o carretel rola sem deslizar na dire¢@o da forca Fe
para © > 0, ele roda no sentido oposto. Queremos encontrar o valor de 6.
Vamos supor que o carretel ande na direcdo de F. As equagdes para a

translacdo do centro de massa sdo:

Mg =N+Fsen0
Ma =-F, +Fcos0

e para o torque em torno do centro de massa:

Fig. 8.19 - Carretel puxado sobre uma mesa com atrito.
F,R-Fr=I,a

onde supusemos que o carretel ¢ acelerado para a direita. Usando
a=aR e I, =4 MR?2, temos para a equagdo da translagdo:

—F, =Ma—-Fcos0 =MRa -Fcos0
Substituindo F,; na equacgdo da aceleragao angular obtemos:
~MR’a+FRcos®—Fr=1,a
= a(l, +MR?)=F(Rcos—r)

(R cos—r)

a=F 3
S MR?2
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Quando o > 0 o carretel roda para a direita (sentido horario) e quando

o < 0 ele roda para a esquerda (sentido anti-horario). O &ngulo critico ocorre
para o = 0 isto é:

Rcosf, —-r=0 = 0, = COSI(L)

R

¢) Disco sobre uma mesa sem atrito — A Fig. 8.20 mostra um disco de massa

M e raio R, que esta deitado sobre uma massa sem atrito. Ele ¢ puxado por um

corpo de massa m através de um fio enrolado ao seu redor. Se o sistema ¢

solto a partir do repouso, qual sera a velocidade do centro do disco ¢ a tensdo

na corda?

Fig. 8.20 - Disco puxado sobre uma mesa sem atrito.

A Ttnica forga agindo sobre o disco ¢ a tensdo na corda. As equagdes

para a translagdo e rotagdo do corpo sdo dadas respectivamente por:

dv
T=Ma=MZY¥
A=V

do

TR:IOO(.: OE

1 ~
com I, ZEMRZ. Para o corpo de massa m temos apenas a translagdo,

descrita pela equagdo:

mg—-T =ma'=m(a+aR)
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onde levamos em conta o vinculo a’= a + aR. Isto significa que a aceleragdo
do corpo m se deve tanto a acelera¢ao do centro de massa disco, como do fato
da corda estar sendo desenrolada com aceleragdo angular a. Substituindo os
valores de a e o obtidos anteriormente ficamos com:

m —T:mlJrTR2 _3mT
8 M, M

Desta equacao podemos tirar o valor de T como:

3m mg
114 T-_ M8
me ( M) = 1+ 3m/M

e voltando para a expressao da aceleragdo obtemos:

dv _ T g gt
a=——=—= = v(t)=
d¢ M 34+M ®) 3+

5/

enquanto que para a aceleragdo angular,

TR (2mg) 1 28 1

“Tivre (MR JT+3mM T R 3+ M
2gt
)=
= o0=rG% Mm)

d) Disco puxado pelo centro de massa — O disco visto na Fig. 8.21 ndo
patina devido a existéncia da forca de atrito. Neste caso, a = aR e as equagdes
de movimento séo:
F-F,=Ma
FR=lo=la/R = F,=-2-Ma
R 2

- ; 50 a9V _2F :

Logo, F - Ma/2 = Ma, que nos leva a aceleragdo: a—a—gﬁ e a

velocidade: v(t)= 32—1\1th :
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Fig. 8.21 — Disco puxado pelo centro de massa.

8.7 Momentum angular

Consideremos uma particula descrita pelo vetor posi¢do T(t),

movendo-se no espago com velocidade \7(t), como mostra a Fig. 8.22. A 2° lei

de Newton para esta particula ¢ dada por:

- df)
F="F
dt

v

0

Fig. 8.22 — Movimento tridimensional de uma particula.
Vamos multiplicar vetorialmente os dois lados desta igualdade por T(t).

Desta forma teremos:
. . = _ dp
=rxF=rx L

dt

onde T ¢é o torque da forga Fem relagdo ao ponto O. Por outro lado, se
tomarmos a derivada do produto T X p temos:

dooy_- dp df . dp
dt(I'X )_rxdt+dt><p_rxdt+vxmv

O produto vetorial v x v ¢é nulo (vetores paralelos) e assim:
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4 ()7 D
at TP =Tx
Logo:
s dL
T_dt(r p)= dt

onde L =7xp ¢ definido como momentum angular da particula em relagdo

ao ponto O. Note que L depende do ponto O considerado. Como vimos
anteriormente, T = I = [d®/dt = d(I®)/dt. Esta Gltima passagem s6 ¢é
valida quando temos rotagdo em torno de um eixo fixo e neste caso I é
constante. Entao,

L=Io ou L=rxp
Como dissemos, a primeira igualdade ¢é valida quando I € constante
(movimento em torno de um eixo) e € muito empregada em calculos onde
corpos extensos sdo envolvidos. A segunda igualdade é bastante importante
quando massas pontuais sdo envolvidas. Um exemplo interessante ¢ o de uma
particula movendo-se em linha reta, como mostra a Fig. 8.23. Ela apresenta

momentum angular se sua trajetdria nio passar pela origem de 1. Vemos que:

—

L=rxp=rxmv =-rmvsen0 k

Como rsen¢ = b, temos L =-mvbk.

trajetoria

P A

mv

~

PR PR

Fig. 8.23 — Movimento retilineo de uma particula.
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8.8 Torque e momentum angular de um sistema de
particulas

Consideramos um sistema composto de N particulas, cada uma
movendo-se com velocidade v, medidas em relagdo a um ponto fixo O. O

momentum angular total do sistema ¢ dado por:
—_ N —_
L=>1L,
i=1
que por sua vez satisfaz a igualdade:

- w. _dL

T= z T, =—

i=1

Ao calcularmos o torque total sobre o sistema de particulas, notamos

que o torque devido as forgas internas ¢ nulo. Para provarmos este fato,
consideremos duas particulas constituintes do sistema mostradas na Fig. 8.24.

Fig. 8.24 — Torque devido as forcas internas..

As forcas E el':‘z constituem um par agdo-reagdo e pela 3* lei de
Newton sabemos que E =- FZ. Assim, o torque devido a estas forgas ¢ dado
por:

T +7T, =L xF +6xE =(§ - % )xK
Como (fl - ?2) estd na direcdo da linha pontilhada que une 1 a 2, seu produto
vetorial com Fl ¢ nulo e assim concluimos que os torques devidos as forgas

internas se cancelam aos pares. Portanto, a equagdo correta é:
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T =dL/dt

Como vimos anteriormente, para o caso de rotagdo ao redor de um eixo fixo

temos L = [® e, portanto:
T, =ldo/dt

Como um primeiro exemplo, vamos calcular o momentum angular
para um disco girando ao redor de seu eixo de simetria como mostrado na Fig.

8.25. Tomando a i-ésima massa m; do disco, temos:

L; =% xp, =m;r,v;k

Como v; =r1; ®, segue que:

L, =mr(ro)k= (miriz)cof(

Fig. 8.25 — Rotagdo de um disco em torno de seu eixo polar.

e assim, 0 momentum angular total é dado por:
L= Zii = Z(miriz)mf( —lok=16

onde, de acordo com a definigdo anterior I = Z“miri2 .

1
No caso que acabamos de ver, o eixo de rotag@o passa pelo centro de

massa. Caso cle esteja deslocado de uma distancia R do centro de massa,

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecdnica, calor e ondas



156 Dindmica do corpo rigido

como mostra a Fig. 8.26, o momento de inércia sera dado por (teorema dos

eixos paralelos):

I'=I.,, + MR’

e o momento angular fica sendo:

—

L'=1d=1.,0+(MR*)o

A velocidade do centro de massa pode ser escrita vetorialmente como:
Vou =0xR

Fig. 8.26 — Rotagdo de um disco em torno de um eixo paralelo ao eixo polar.

Assim, se tomarmos o duplo produto vetorial

—

Rx(@x R)=o(RR)-R(Ro)=R’e

pois como R e ® sdo perpendiculares temos R .® = 0. Desta forma,

L'=L,, +R x P,

de onde vemos que o momentum angular de um corpo rigido em relagdo a
rotacdo em torno de um eixo O’ ¢ a soma do momentum angular em relagao
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ao centro de massa com o momentum angular associado a rotagdo do centro de
massa em torno do eixo O’.

Vimos ha pouco que a variagdo do momentum angular de um sistema
depende apenas do torque externo aplicado sobre ele. Vamos utilizar este
conceito para analisar a maquina de Atwood mostrada na Fig. 8.27, onde a
roldana tem massa M, raio R e momento de inércia I, =MR?*/2. O

momentum angular total do sistema em relagdo ao eixo O ¢ a soma do
momentum da roldana (Iyw) com o das duas massas (mlvR + mZVR). Como

a corda ndo desliza sobre a roldana, v = ®R e, portanto:

L=IO%+(ml+m2)VR

- m v
m;g : J

m,g

Fig. 8.27 — Maquina de Atwood.

—

As forgas externas agindo sobre o sistema sdo m; g, myg e R, mas
esta ultima ndo realiza torque pois esta aplicada sobre o eixo de rotacdo
(r =0). Tomando como positivo o sentido entrando no papel, encontramos o
torque como sendo:

dL _dLdv _dL

’ccxt :(mZ_ml)gR: dt _E dt _Ea

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecdnica, calor e ondas



158 Dindmica do corpo rigido

Substituindo a expressdo de L como fungdo de v obtemos:

(m, —m, )eR =[IE°+(ml +m2)R}a

— a= (mz_ml)g _ (mz_ml)g
+M

2

Para o caso M = 0, recuperamos o resultado obtido no Cap. 4. Podemos ainda
calcular as tensdes T e T’ existentes na corda. Isolando m; e m,, obtemos:

m,g-T=mya = T=m,(g—a)
T-mg=ma = T'=m(a+g)
Como o valor de a ja foi determinado, encontramos:

m (2m, + M/2)g

T
*m, +m, + M/2

T'—m (2m, + M/2)g
'm, +m, + M2

2mm,g

NocasoM=0,T=T" = m, -+,

, como ja obtido anteriormente.

Isolando a corda, como sua massa ¢ nula, a forca total sobre cla
também o ¢é. Podemos entdo calcular a for¢a tangencial exercida pela polia
sobre ela pois F+T’- T =0. Como m, > my, temos T>T" e

M (m, -m,)
F=T-T'=—
8 m, +m, + M/2

2

8.9 Relacao trabalho-energia rotacional

Da mesma forma que na translagdo, a variagcdo da energia rotacional

de um corpo se deve a realizagdo de trabalho por um agente externo, no caso,
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o torque. Ja sabemos que K = L lw? e a diferencial desta energia sera:
2
dK =Todo = I(oadt)((ii—?

Sabemos ainda que dO = odt e Idw/dt = lo = T. Logo:
dK =1d06 = dW

Assim, torque que produz uma rotagdo dO realiza uma quantidade de trabalho
dW = 1d6. A variagdo da energia rotacional ¢ dada por:

AK:jrde

8.10 Conservagao do momentum angular

Quando o torque ¢ nulo, T, =dL/dt=0, o momentum angular é

constante. Além da conservagdo do momentum ¢ da energia, vemos agora a
grandeza momentum angular também pode se conservar. Como L =Iw,
concluimos que diminuindo I, ® aumenta ou vice-versa. Como casos praticos
podemos citar a patinagdo no gelo e saltos ornamentais. Vamos a seguir

analisar alguns exemplos tipicos de conservacdo de momentum angular.

a) Choque entre dois discos — Considere um disco de momento de inércia [,
e velocidade angular ®,, rodando num eixo sem atrito passando por seu centro
de massa. Ele cai sobre outro disco de momento de inércia I,, inicialmente
parado. Vamos calcular a velocidade angular final do conjunto usando
conservagdo do momentum angular.

I
L,=L;, = Il(oO:(IlJrIz)wf:Mof:(I +II jcoo
1 2

Este ¢ um choque do tipo ineldstico. Vamos calcular a variacdo da
energia do sistema, dissipada em calor. As energias cinética inicial e final sdo
dadas respectivamente por:
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I] 1

I [

Fig. 8.28 - Choque inelastico entre dois discos.

T
IR R 21,

:l[(ll +12)(Df]2 _1 sz
2 (L+L)  2(+1)

1
E, :E(Il + 12)(01%

Como L, =L, vemos que E;<E,, isto e:

L1 1 LI, o I
ro 2(11+12 Ilj L+, 2 I+, °

Este resultado é analogo ao do choque perfeitamente inelastico entre
duas massas, discutido no Cap.4.

b) Choque inelastico entre bala e barra delgada — Uma barra, de massa M,
comprimento L e momento de inércia I = ML*/12, tem seu centro fixo. Uma
bala de massa m e velocidade v é disparada perpendicularmente a barra ¢ a
atinge a uma distancia ¢, ficando engastada. Se a haste estd inicialmente em

repouso com que velocidade angular ela rodara?
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Ve I_f _____
m

Fig 8.29 - Choque ineldstico entre bala e barra delgada.

O momentum angular inicial é L; = mv/ e o final é:

2
L, :(I+m£2)m=(%+m£2jm

Usando a conservagdo do momentum angular obtemos:

mv/

- ML? 2
12 +m/

w

¢) Velocidade dos planetas — Os planetas girando em torno do sol conservam

momentum angular, pois a forca gravitacional ¢ central (f // F) Baseados

neste fato, queremos mostrar que o vetor descrevendo a posi¢cdo do planeta
varre areas iguais em tempos iguais. Vamos considerar um planeta girando em

torno do Sol, como mostra a Fig. 8.30.

Fig. 8.30 — Rotacdo de um planeta em torno do Sol.
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Durante um intervalo de tempo dt, o planeta desloca-se vdt ¢ o vetor
posi¢do T varre uma area dA = %| IXV |dt . Assim,

2m

—

Como L ¢ constante, dA/dt também o € e os planetas varrem areas iguais em
tempos iguais. Esta lei foi deduzida por Keppler a partir de observagoes

astronOmicas.

8.11 Combinacgao de translagao e rotagcao

Quando um corpo rigido executa simultaneamente os movimentos de
translacdo e rotagdo, torna-se em geral dificil descrever este movimento
combinado. O que se faz ¢ decompor o movimento em dois: o de translagdo
do centro de massa e o de rotagdo em torno dele. A andlise se simplifica
mediante o uso do seguinte teorema: “O torque total em rela¢do ao centro de
massa Tq, €igual a derivada temporal do momentum angular relativo a este

ponto”. Matematicamente,

- d -
Tem = ELCM

Para a demonstracdo deste teorema vamos considerar o sistema de
particulas mostrado na Fig. 8.31. T, ¢ o vetor posi¢do do centro de massa, T,

¢ 0 da i-ésima particula relativo a origem O e T, ¢ o vetor relativo ao centro

de massa. Estas coordenadas estao relacionadas através da expressao:

—

L =Tgy + I

1

Ja vimos no Cap. 6 que o vetor T, ¢ dado por:

N N N N
Mrey :Zmiri :Zmi(rCM +riR) :(zmijrCM +zmiriR
i im1

i=1 i=1 =1
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CM
Tir

Tem,

v

X

Fig. 8.31 — Sistema de particulas sujeito a translagdo e rotagdo.

e, portanto, ZmifiR =0, como era esperado ji que a massa esta distribuida

compensadamente ao redor do centro de massa. A velocidade de i-ésima

particula ¢ dada por:
Podt dt o odt M
onde V,, ¢ a velocidade do centro de massa, U, ¢ a velocidade relativa ao
centro de massa e Z:miﬁi =0, que ¢ conseqiiéncia direta da derivagdo de
z m, T, =0. O momentum angular da particula relativo ao ponto O ¢:
L, =15 xmyv; = mi(rCM + riR)X(VCM +ui)

i‘i =1my (?CM X VCM )+ m, (Tey X ;) +m; (fiR X VCM )+ m, (T x U;)
O momentum angular total do sistema ¢ L= z i,i . Portanto,

L =T XMV + 1oy X(Zmiui)"'(zmiriR)XVCM +ZmiriR XUy
i

O primeiro termo ¢ o momentum angular do centro de massa relativo
ao ponto O, os dois termos entre parénteses sdo nulos e o ultimo ¢ o

momentum angular relativo ao centro de massa, isto €,
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O segundo termo ¢ o torque relativo ao centro de massa e o primeiro ¢ o

torque no centro de massa relativo ao ponto O.

Text = I‘CM X Fext + TCM

Tomando a derivada temporal da expressao L temos:

di« di’ CM d?CM 7 - dch
T M T OM MV, + Ty X M— M
dt dt dt M e dt
dL., . dLo, - = -
= d:M + rCM X Ma CM = d;::M + rCM x F = Text
Comparando com a expressdo para fext obtemos:
. _dig,
CM dt

Esta equagcdo ¢ muito importante, pois permite separar o movimento
translacional do centro de massa do movimento rotacional ao seu redor.
Vamos, em seguida, analisar alguns exemplos em que o movimento de rotagdo

aparece combinado com o de translag@o.

a) Cilindro descendo um plano inclinado — Consideremos um cilindro
rolando sobre um plano inclinado sem deslizar, como mostra a Fig. 8.32.
Como o ponto de contato € o centro instantaneo de rotacdo sabemos que Vem

=Rme acm = Ra.
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Fig. 8.32 - Cilindro descendo um plano inclinado com atrito.

O tnico torque ao centro de massa ¢ dado pela for¢a de atrito, no
sentido que sai do plano da figura. Desta forma,

dL )|
Tom = FuR = dfM :ICM(;_CtO:ICMa:ICM af{M = F,=—

a
at 2 CM
R

O movimento de translagdo € descrito pela equacio:
I
Mgsen0-F, =Ma,,, = Mgsen0= aCM(M +C—1\24j = %MaCM

Logo: acy =2gsen® ¢ F, =1Mgsen

b) Movimento de um giroscopio — O giroscopio, mostrado na Fig. 8.33, roda
de tal forma que seu momentum angular é L e seu eixo mantém-se no plano

horizontal, isto é, F= —Mg. O torque relativo ao centro de massa ¢
T =7 xF, commoédulo | T| = MgD e sentido de Q.

F

(0)

Fig. 8.33 - Movimento de um giroscépio.
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Como T = %, vemos que dL = 7dt. O vetor dL ¢é perpendicular a

—

L, como indica a Fig. 8.34. Em outras palavras, variagdo de Lse d4 apenas
na dire¢do e ndo no modulo (ndo existe componente de dL paralela a I:). 0]
efeito ¢ um giro do sistema em torno do ponto de apoio. O acréscimo de

angulo produzido pelo torque ¢ dado por: dp = dTL , € durante o intervalo de

tempo dt temos:
_dL_7dt_MgD

dt
L L L

do

A taxa de variagdo do angulo ¢, chamada de velocidade de
precessdo do giroscopio, é dada por:

Q:d_(p:MgD:MgD

dt L ()
L
Y -
dL
do L

Fig. 8.34 — Variagdo de momentum angular produzida pelo torque.

Se L fosse nulo Mg seria maior que F e o giroscopio cairia.

De um modo geral, quando o giroscopio € solto na horizontal, ha um
pequeno movimento na vertical denominado de nutagdo. Esta contribuigao
aparece quando consideramos a contribuicdo do movimento do centro de
massa ao momentum angular do sistema. O centro de massa tem uma
velocidade Vey = QD ¢ assim | Ly, | = MV, D =DMQD = MD’Q. A

dire¢do e sentido de L, ¢ a mesma que F. Quando o giroscopio ¢ solto, Q=
0 e Ly,=0. O momentum angular nesta dire¢do deve se conservar, pois ndo
ha nenhum torque externo nela. Assim, quando L, deixa de ser zero, o

giroscopio abaixa um pouco tal que L passa a ter uma componente contraria a

L.\ no sentido de anuld-lo. A inércia associada a este movimento faz com

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecdnica, calor e ondas



Dindmica do corpo rigido 167

que haja uma oscilagdo periodica (nutagdo) na vertical, que tende a se
amortecer se houver atrito no sistema. Extinto este movimento, o giroscopio
se movimenta um pouco abaixo do plano horizontal.

Caso o giroscopio esteja fazendo um angulo 6 com a vertical, o torque
dL MgDsen d

¢ dado por T=MgDsen® , de onde se obtém dp = =5 = 3 t
e, portanto, 2= % independe do angulo em que o giroscopio €

posicionado.

Lsen©

Fig. 8.35 — Giroscdpio com eixo inclinado.
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Exercicios

1 - Calcule o momento de inércia de um quadrilatero de massas pontuais em
relacdo aos eixos mostrados na Fig. 8.36.

2 - Um disco de raio R e densidade superficial de massa ¢ tem um buraco
circular de raio r, distando a do centro do disco. Calcule os momentos de
inércia em relacdo aos eixos 1, 2 e 3, mostrados na Fig. 8.37.

I I
IZ 13 ?

m 2m

I4 a Il

2m m

Fig. 8.36 Fig. 8.37
3 - Calcule o0 momento de inércia de uma esfera de massa M e raio R em

relacdo a um eixo passando pelo centro de massa.

4 - Uma barra delgada de massa M e comprimento L faz um angulo 6 com
eixo y, conforme mostra a Fig. 8.38.
a) Calcule o momento de inércia para rotagdo em torno do eixo;
b) Calcule 0 momento de inércia para rotagdo em torno de um eixo
paralelo a y e passando pelo centro de massa.

5 - Uma escada de M e comprimento L estd apoiada numa parede sem atrito e
no chédo, com atrito u (Fig. 8.39). Sabendo que o angulo entre a escada e a
parede é 45°, qual deve ser a tensdo numa corda amarrada no meio da

escada para que ela ndo caia?
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Fig. 8.38

6 - Uma escada de massa M e comprimento L estd apoiada numa parede e no
chdo (ambos sem atrito) de maneira a formar um angulo 6 com a parede,
conforme mostra a Fig. 8.40. Uma corda amarrada a uma altura H
(paralela ao chdo) mantém a escada em repouso. Calcule:

a) atensdo na corda;
b) a maxima altura H,,,, em que € possivel haver equilibrio;

c) a aceleragdo angular no instante em que esta corda for cortada.

7 - Uma escada de pintor de massa total 2M esta aberta de maneira a formar
um angulo 0. Qual deve ser o coeficiente de atrito estatico com o chéo
para que ela nao caia? (Fig. 8.41).

Fig. 8.40 Fig. 8.41

8 - Um pintor de massa M esta no topo de uma escada de peso desprezivel
(comprimento de cada lateral: L) que se apdia sobre um assoalho
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extremamente liso. H4 uma travessa a meia altura que impede a abertura
da escada. O angulo do vértice € 0. Qual ¢ a forga na travessa?

9 - Uma barra de comprimento L. ¢ massa M ¢ colocada sobre um buraco,
como mostrado na Fig. 8.42. Qual deve ser o coeficiente de atrito para a

barra permanecer em repouso?

10 - Sobre uma superficie lisa desliza um bloco cubico de lado L e massa M,
com velocidade v (Fig. 8.43). Num determinado ponto, o cubo bate em
um pequeno obstaculo. Qual deve ser a velocidade v para que o bloco rode
em torno deste ponto?

«—  —

s antes BP0 o
7 ™
* R
4 M —>

Fig. 8.42 Fig. 8.43

11 - Na extremidade de uma haste de comprimento L a massa desprezivel ¢
colocada uma massa M. O sistema ¢ solto de vertical sob a agdo da
gravidade. Qual ¢ a equagdo que descreve o angulo 0(t)? (Fig. 8.44).

12 - Um arco de raio R, que gira com velocidade angular o,, ¢ colocado sobre
uma superficie horizontal aspera, como mostra a Fig. 8.45, sendo a

velocidade de seu centro de massa nula. Determinar a velocidade do
centro de massa depois de cessado o escorregamento.

13 - A integral do torque com relagdo ao tempo ¢ chamada impulso angular.
Partindo da relagio © = dL/dt, mostre que o impulso € a variagdo do

momentum angular.

14 - Uma bola de bilhar inicialmente em repouso recebe um impulso

instantaneo de um taco. Este é mantido horizontal a uma distancia h do
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centro. A bola sai com velocidade v, € a velocidade final é 9/7v,. Mostre
que h =4/5R, onde R ¢ o raio da esfera.

M

Fig. 8.44 Fig. 8.45

15 - Niels Bohr postulou que um sistema mecéanico em rotagdo s6 pode ter
momentum angular com valores multiplos de uma constante 7%, chamada
constante de Planck 7 = h/2m = 1.054 x 10* J.S), ou seja: L = Io = n#,
sendo n um inteiro positivo ou zero.

a) Mostre que com este postulado, a energia de um rotor s6 pode adquirir
valores discretos, isto é, quantizados.

b) Considere uma massa m obrigada a girar num circulo de raio R
(atomo de Bohr ou atomo de hidrogénio). Quais sdo os possiveis
valores para a velocidade angular levando-se em conta o postulado
acima?

¢) Quais valores de energia cinética o &tomo pode ter?

16 - Muitos dos grandes rios correm para a regido equatorial levando
sedimentos arenosos. Que efeito isto tem sobre a rotagdo da Terra?

17 - Um cilindro de massa M e raio R roda sem deslizar sobre um plano
horizontal. A velocidade do centro de massa ¢ v. Ele encontra um plano
com angulo de inclinacdo 0 a sua frente, como mostra a Fig. 8.46.

a) Que altura o cilindro sobe no plano inclinado?
b) Nesta posic¢do, qual foi a variagdo do momentum angular?
¢) Quais foram os impulsos linear e angular?

d) Qual ¢ o tempo que o cilindro demora para atingir a altura maxima?
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18 - Um disco de massa M ¢ raio R pode mover-se em torno de um eixo
passando pelo seu centro de massa O, conforme mostra a Fig. 8.47. Uma
particula de massa também M segue uma trajetoria linear com velocidade
v ¢ parametro de impacto d = R/2 relativo ao ponto 0. Ao chocar-se com
o disco ela sofre uma deflexdo de 90° e tem sua velocidade mudada para
V(2\/§ )

a) Qual ¢ a velocidade angular do disco apos a colisdo?
b) Qual ¢ a energia dissipada na colisdo?

Fig. 8.46 Fig. 8.47

19 - Um disco de massa 2m ¢ raio R repousa sobre uma mesa horizontal
extremamente lisa. Uma bala de massa m, velocidade v, e pardmetro de
impacto R atinge o disco e engasta nele (Fig. 8.48). Calcule:

a) A velocidade angular do sistema logo apds a colisdo;
b) A velocidade do centro de massa apos a colisdo;
c) A energia dissipada na colisao.

20 - Uma bola de bilhar inicialmente em repouso recebe um impulso
instantdneo de um taco, que forma um angulo 6 com a horizontal, como
mostra a Fig. 8.49. A bola sai com velocidade inicial v, e ao final do
movimento ela encontra-se em repouso.

a) Determine o angulo 0 para que isto aconteca;
b) Qual ¢ a velocidade angular inicial da bola?
¢) Qual foi a energia dissipada durante o movimento?
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taco

R
\>/ e S S L S S S S S S SR

Fig. 8.48 Fig. 8.49

21 - Uma particula de massa m esta presa ao extremo de um fio e percorre
uma trajetoria circular de raio r sobre uma mesa horizontal sem atrito. O
fio passa por um orificio de mesa e o outro extremo se encontra
inicialmente fixo. Neste caso, o raio inicial é ry ¢ a velocidade angular
inicial ¢ ®,. Comeca-se entdo a puxar lentamente o fio de maneira a
diminuir o raio da trajetdria circular, como mostra a Fig. 8.50.

a) Como variara a velocidade angular em fungdo de r?
b) Qual ¢ o trabalho realizado para levar a particula até o raio 1, /2 ?

Fig. 8.50

22 - Considere um cilindro de massa M e raio R descendo um plano inclinado
de angulo 0 sem deslizar. Calcule a acelera¢do do centro de massa ¢ a
forca de atrito agindo sobre o cilindro.

23 - Uma bola de bilhar de massa M e raio R (I = %MR2 )desliza sem rodar

com velocidade v, sobre uma mesa sem atrito. Subitamente ela encontra
uma parte da mesa com atrito e depois de algum tempo esta rodando sem
deslizar.

a) Calcule a velocidade final da bola;

b) Qual ¢ a energia dissipada no processo?
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OSCILACOES
A

9.1 O movimento harménico simples

De um modo geral, chamamos de oscilagdes aquela classe de
movimento que se repete no tempo, quer seja de uma maneira ordenada ou
ndo. O movimento que se repete regularmente com o passar do tempo €
chamado de periddico e o intervalo decorrente entre duas situagdes
equivalentes € o periodo do movimento.

O estudo de oscilagdes ¢ uma parte importante da mecanica devido a
frequéncia com que este tipo de evento ocorre. O simples balangar das folhas
de uma arvore, as ondas de radio, o som e a luz sdo exemplos tipicos onde o
movimento oscilatorio acontece. Dentre estes movimentos, aquele chamado de
harmoénico € o mais simples, porém, ¢ um dos mais importantes devido a sua
vasta aplicabilidade. No estudo do movimento harmoénico simples (MHS) nos
vamos considerar apenas o caso unidimensional, onde a posi¢cdo de um corpo

em relacdo a posicdo de equilibrio é dada por uma expressdo do tipo:

x(t)= Acos(m,t+ )

onde A ¢é a amplitude do movimento, ¢ ¢ a fase e w, ¢ a freqiiéncia natural ou
freqiiéncia de ressonéncia do sistema. A e ¢ dependem das condigdes iniciais
do movimento enquanto que @y ¢ uma grandeza intrinseca ao sistema, que esta
relacionada com o periodo pela expressao:

o, 2%2275‘["

onde f=1/T ¢ a freqiiéncia em Hertz (Hz) e ®, tem dimensdes de rad/s.
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Um grafico da fungdo x(t) estd mostrado na Fig. 9.1. Um exemplo
simples do MHS ¢ a projecdo (ou a sombra) de um corpo em movimento

circular uniforme sobre o €ixo x.

1 x(1)

Fig. 9.1 - Movimento harménico simples.

O MHS ¢ caracterizado por ter fungcdes bem comportadas (analiticas)
tanto em x(t) como em v(t) e a(t). De fato, estas grandezas sdo sempre
continuas, com derivadas também continuas. Isto ja ndo ocorre, por exemplo,
para uma particula oscilando no interior de uma caixa unidimensional de
comprimento L, mostrada na Fig. 9.2. Neste caso, x(t) ¢ uma fungdo periddica
e triangular, apresentando nos pontos x = 0 e x = L descontinuidade na
derivada primeira, ja que a velocidade troca de sinal devido a colisdo com a
parede.

x(t) T v(®

Vo

~
v

Livo 2LMv,

_VO 4 | S

Fig. 9.2 — Movimento periodico de uma particula dentro de uma caixa.
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Voltando ao caso do MHS, onde x(t) = Acos(wet + ¢), podemos
encontrar v(t) e a(t) através da operagdo de diferenciacdo:

v(t) = x(t) = —Aw, sen(o,t + ¢) = Aw, cos (coot +o+ %)

a(t) = X(t) = —Aw; cos(m,t +¢)= -, x(t)

de onde vemos que a velocidade esta 90° fora de fase com a posi¢do ¢ que a
aceleragdo ¢ proporcional ao deslocamento, porém com a sentido oposto. Da
2%1ei de Newton, temos:

2
F=ma=-mo, x =-kx

que ¢ a for¢a encontrada num oscilador harmonico simples (sistema massa-
mola). Sempre que a forga é proporcional e oposta ao deslocamento temos a
ocorréncia do MHS. A constante k ¢ denominada constante de mola ou
constante de for¢a do oscilador e a freqiiéncia natural de oscilagdo do sistema,
0, = \/k/_m , € completamente independente da amplitude e fase do

movimento.
A velocidade maxima que um corpo em MHS pode atingir ¢
V... =A®,, de onde vemos que quanto maior for a amplitude do

max
movimento, maior sera a velocidade maxima. Da maneira que escrevemos x(t)
e v(t), notamos que para t = 0 temos x(0) = xo = Acosd e v(0) = vy = -Am,send.
Assim, expandindo o co-seno existente em x(t) temos:

x(t)= Acos(mw,t+¢)= Acospcosw,t — Asendsen w,t

Vo
x(t) =X, Cosm,t+——senw,t
®,

que ¢ a solucdo mais geral para o movimento de um oscilador harmdnico

simples sujeito as condi¢des iniciais x(0) = xq € v(0) = v,.
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9.2 O sistema massa-mola

Um dos sistemas mais simples que constitui um oscilador harménico ¢
o0 sistema massa-mola mostrado na Fig. 9.3. A equa¢do de movimento é dada
por:
d2x

T

F=m

Chamando k/m = ®? ficamos com a equagdo do MHS:

d2x

+0;x=0

dt?

R e A AT
Fig. 9.3 — Sistema massa-mola.

Neste tipo de equagdo diferencial, que também aparece no caso do
péndulo e mesmo em outros sistemas, a raiz da constante que aparece
multiplicando o termo linear ¢ a freqiiéncia natural de oscilagao do sistema. A
solu¢do desta equacdo ¢ uma fun¢do do tipo X(t):Acos((x)Ot+¢), que
multiplicada por ®? e somada a sua derivada segunda resulta num termo

nulo. Vimos que esta solu¢do pode ainda ser escrita como:

Vo
x(t) = x, cosm,t + —>sen m,t
O,

V(t) =—X,0,sen®,t+ v, cosm,t
A forga restauradora F = -kx gera uma energia potencial V(x) dada por:

V(x)= —J-OX F(x)dx =%kx2
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¢ assim a energia total do sistema é:

E = %mv2 Jr%kx2

Substituindo os valores de x(t) e v(t)encontramos:

E= lkx% + lmvé
2 2
que ¢ a energia inicial do sistema e que se mantém constante durante todo o
movimento, havendo apenas troca entre as energias cinética e potencial.
A conservagdo de energia permite outra maneira de encontrarmos a fungdo
x(t) sem resolver a equacao diferencial. Como

12 12 1 1 (dx)
E 2kx +2mv 2m(oox +2mdt

podemos escrever a velocidade como fungéo de x:

d_x):;( 12 ) 2E _ 2
(dt rnE 2mcoox (oo mooé X

= O)th

dx I 2E
mcoo / 2E
m(i)()

n
Integrando entre x(0) — X, € x(t) = x e usando J- \/7 = arcsen , temos:

sen”'| & —senl(L)zwot
JE J2E/k

onde m®; = k foi usado. Logo

x(t) = \2E/k sen[coot +sen” (ﬁﬂ
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Se chamarmos A =,/2E/k ¢ ¢ = Sen_l(\/;}gW )— /2, obtemos a

jé conhecida solugao:
x(t) = A cos(w,t + ¢)
As condi¢Ges iniciais sdo agora dadas em termo de xo ¢ E. Vamos
tomar dois exemplos de condicdo iniciais:
a) xX=X,,v=0 = Ezékxg = %zxo, de onde tiramos que

X(t)zxocosmot.
_ _ 1 2 2E _ Yo : _ Y
b) x=0, v=v, = $mv, = /55 = e assim, x(t)—m—osenmot.

A energia potencial do sistema massa-mola, V(X)=1kx2esta

mostrada na Fig. 9.4. A energia determina completamente a amplitude do
movimento bem como a velocidade maxima que o corpo pode atingir.

A amplitude méaxima, dada por A =./2E/k,determina o ponto de
retorno. Como v(x)=,(2E/k —x2)"?, vemos que a velocidade & nula nos

pontos de retorno (+ A). Por outro lado, a velocidade ¢ maxima para x = 0 e

vale v, =+/2E/m .

‘V(X)

r

K
v

-A A

Fig. 9.4 — Energia potencial do sistema massa-mola.
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9.3 O sistema massa-mola com gravidade

Vamos analisar o que ocorre quando temos um corpo de massa m
pendurado numa mola vertical sob a agdo do campo gravitacional, como
mostra a Fig. 9.5. Se no movimento horizontal a posi¢do de equilibrio € no
ponto x = 0, na presenga da gravidade esta posi¢do ¢ deslocada até o ponto em
que a for¢a peso ¢ equilibrada pela forca da mola, isto ¢,

mg=ky, = y,="p.

5
0.0

o~
OOOOOOOOVOVO\E

(0.0 0 00000
~

=

_________ Iy ]

8

lmg

Fig. 9.5 — Sistema massa-mola sujeito ao campo gravitacional.

A 2% lei de Newton nos leva a equagdo de movimento:

d2
m = —ky +mg=—k(y - y,)

onde y, =mg/ké a nova posi¢do de equilibrio. Definindo y’=y - y,, a

equagao diferencial se torna:

1 1

d?y \ d?y "
mdt2 :—ky = F+m§y—0

cuja solugdo ja é conhecida: y’=y — yp = A cos(mgt + ¢). Isto quer dizer que o
oscilador harmonico sob a a¢do da gravidade tem o mesmo comportamento
que quando colocado na horizontal, apenas sua posi¢do de equilibrio desloca-
se de yo. Podemos escrever a energia potencial do sistema como:
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V(y)= %kyz —mgy

onde o zero da energia potencial gravitacional foi tomado em y = 0.
Completando os quadrados vemos que V(y) ¢ dada por:

2g2
V(y)=%k(y Y-

A curva que descreve a energia potencial V(y) esta mostrada na Fig.
9.6. Comparando com o oscilador horizontal, vemos que a agdo da gravidade é
o de deslocar o minimo da curva de potencial para o ponto (yo, V(yo)) onde y,
= mg/k e V(y,) = -m’g/2k. Nem a frequéncia ®, nem a amplitude do

movimento sdo alterados por influéncia da gravidade.

IR%6))

m’g’ \/ Y

Fig. 9.6 — Energia potencial do sistema massa-mola sujeito a gravidade.

9.4 O péndulo matematico

O péndulo simples ou matematico ¢ um outro exemplo bastante

importante de movimento harménico. De acordo com a Fig. 9.7, o torque em
relagdo ao ponto O ¢ T =—mgLsen®, sendo que o sinal negativo se deve ao

fato de que o torque esta no sentido oposto ao que o angulo aumenta.
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Fig. 9.7 — Péndulo simples ou matematico.

. 2
Como t=Ia =10, temos Io. = mL? % =-mglLsen0, que pode

ser escrito como:

2
%+(D§ sen0 =0

onde 0)5 =g/L . Esta equagdo diferencial ¢ muito dificil de ser resolvida mas

para angulos pequenos (9 <15 0) podemos aproximar sen6 por 0 e assim,
0+w20=0

cuja solugio ¢ O(t)=0,cos(w,t+¢) Este resultado também pode ser
encontrado através de consideragdes energéticas. As energias cinética e
potencial sdo dadas respectivamente por:

ml2
2

K =216 =1 ¢
2

V(0) = mgL(1 - cos )

onde o zero da energia gravitacional foi escolhido na posi¢do mais baixa da
massa. A energia total E = K + V ¢é uma constante de movimento ¢ assim,
dE/dt = 0. Logo:
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d(ml? 4, — -
dt( > 62 + mgL(l cose))—O

mL20 6 + mgLsen 06 = mLé(Lé + gsen 9)= 0
é+%e =0+020=0
onde a aproximagao sen6 ~ 0 foi usada.

9.5 O péndulo fisico

Péndulo fisico é o nome dado a qualquer corpo rigido suspenso por
um ponto diferente do centro de massa, que quando solto de um certo angulo
oscila em torno da posi¢do de equilibrio, como mostrado na Fig. 9.8.

A}
\

3

1
1
1
1
I
I
!
N
1
1

\
\

Fig. 9.8.- Pé dulo fisico.

Para se encontrar a equagdo diferencial do péndulo fisico, usa-se o

mesmo procedimento adotado para o péndulo simples. O torque ¢
T =-—mgDsen 0 e, portanto,

©=-mgDsend = 10

onde 0)3 =mgD/I ¢ a freqiiéncia natural de oscilagdo. No caso do péndulo
matematico, I = mD?2 e, portanto, 0)3 = g/D . No caso de uma barra delgada
de massa m e comprimento L,I=5ML?,D =L/2 ¢ a posi¢do do centro de

massa e, portanto, ®} =3g/L.
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9.6 Oscilacao de dois corpos

Vamos considerar o caso em que dois corpos de massas M; ¢ M, sdo
interconectados através de uma mola de constante k e comprimento livre /,
como mostra a Fig. 9.9. Seja x,(t) e X,(t) a posicdo dos corpos em relagdo a
uma origem arbitraria. A varia¢do no comprimento da mola é dada por:

Xx=Xy—%x1)— /¢

de forma que se a mola estiver distendida x > 0 e se estiver comprimida x < 0.

Mz

O :{)C{)C{}C{}C{)C&‘OC{}COC{}COC{}COC& ‘{}S{}C{}\ SR

— x5 "

X1

Fig. 9.9 — Corpos conectados por uma mola.
As forgas sobre os corpos dependera do sinal de x:
M X, =kx
M,X, = -kx

Podemos combinar estas equa¢des de movimento e obter resultados

interessantes. Por exemplo, somando as duas equagdes temos:

2 2
d?x, d?x,

S +M, de2 :M1a1+M2a2:(M1+M2)aCM:0

M

Isto implica que a acelerag@o do centro de massa € nula e, consequentemente,
a velocidade do centro de massa ¢ constante, pois ndo existem forgas externas.
Podemos também analisar o movimento relativo ao centro de massa. Vamos

Ic-CSCrever as equagées de movimento como:

d’x,  k

iz~ M,
d2x, _—LX
dt? M,
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Subtraindo a primeira da segunda, obtemos:

d’ 1 1

a _ - k| L+ 1
dt’ (X2 Xl) (Mz +M1jx
d2x k

TR = X+w;=0
1)

onde of =k/p e =5+~ ¢ chamada de massa reduzida. Desta forma,

encontra-se uma equacdo diferencial bastante conhecida que descreve entre os
dois corpos como fungdo do tempo. A introdu¢do da massa reduzida faz com
que o oscilador constituido de dois corpos seja equivalente ao sistema de
apenas uma massa ¢ uma mola. Esta consideragdo ¢ bastante importante no
estudo de vibra¢des moleculares.

9.7 O sistema mola-cilindro

Um cilindro de massa m e raio R esté ligado a uma mola de constante
k, como mostra a Fig. 9.10. Queremos encontrar a freqiiéncia de oscilagao do
sistema quando o cilindro roda sem deslizar. Chamaremos de x a coordenada
do centro de massa do cilindro com origem na posi¢do em que a mola nao esta

distendida. Sendo F, a for¢a de atrito, as equagdes de movimento sdo:

i

I

(7

&

T

S

s,

%

I

T,

I

i

Fig. 9.10 — Sistema mola-cilindro.
mX =F, —kx

para a translagdo do centro de massa e

la. = —F,R
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Para a rotacdo em torno do centro de massa. Como o cilindro roda sem

deslizar temos oo = X /R e assim,

mR? ¥
2 R

=-F,R = F, :—%x

Substituindo na equagdo da translacdo,

%mi&:—kx = X+0x=0
onde
»_2k
 3m

9.8 Oscilagbes amortecidas

De um modo geral, a existéncia de atrito faz com que a energia de um

sistema oscilante seja dissipada. Como a energia de um oscilador simples esta

diretamente ligada a amplitude do movimento, a dissipagao de energia acarreta

um decréscimo na amplitude. Consideremos um oscilador tipo massa-mola no

interior de um meio viscoso. Sua equagao de movimento ¢ da forma:

.. . . b.
mX=-bx-kx = X+—x+w0ix=0
m

Como discutimos anteriormente, devido ao atrito, a amplitude deve

diminuir com o tempo de modo que podemos tentar uma solugdo do tipo x(t) =

Ae™ cos(ot + ¢). Substituindo esta fungdo na equagdo diferencial obtemos:

(k2 —0’ +o, - %)AeM cos(ot + ¢) + (27m) - bE(D)AeM sen(ot +¢)=0

2 ~ ) .
onde ®, =k/m. Da equagdo acima tiramos:

m 2m
k2—c02+m§—@=0 = o= (o(z)—b—zz
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e assim a frequéncia de oscilacdo ¢ modificada pela presenca do atrito.
Considerando o caso em que ®, > b/2m (sistema sub-amortecido) vemos que

a solugdo € escrita como:
{2m)
x(t)=Ae ™ cos(ot + ¢)

sendo A e ¢ determinados pelas condigdes iniciais. Um grafico x(t) esta
mostrado na Fig. 9.11.

T x(t)

ﬂ*/\“/\f\mmv )

Ae 2m

Fig. 9.11 — Movimento harménico sub-amortecido.

9.9 Oscilagées forgcadas

Vamos analisar agora o caso de um sistema massa-mola com
freqiiéncia de ressonancia m, submetido a uma forca externa do tipo:

F,, =F, senot

A equagao diferencial que descreve o movimento €:
. . _F
X+ ;X = —sen ot
m

Como o sistema esta sendo for¢ado a uma freqiiéncia ®, ele oscilard nesta

freqiiéncia, porém a amplitude do movimento ndo aumentard, pois o trabalho
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realizado por F é nulo em cada periodo. Podemos tentar uma solugdo do tipo
x(t) = Asenot. Substituindo na equagdo diferencial, encontramos o valor de A
dado por:

Quando o, < ®, A é negativo e isto indica que a resposta do sistema esta 180°
fora de fase com o estimulo. A poténcia fornecida pela forga F ¢é:

F
P(t) = Fv=-F, sen mtjzo—)cos ot
mlog; — 2

FZ
P(t) = _m&)é)——wzj sen 2mt

Quando calculamos a poténcia fornecida ao sistema durante um periodo
completo temos:

_ 2n d—
P_jo P(t)dt =0

O grafico da amplitude de movimento como fungdo de ® esta
mostrado na Fig. 9.12. Podemos ver que A tende a infinito quando ® — ,.
Porém, na pratica isto ndo acontece porque forgas dissipativas impedem que
isto acontega. A equagdo diferencial para um sistema massa-mola amortecido
sujeito a uma forga do tipo F(t) = Fosenwt é:

A A(O))

Fig. 9.12 — Amplitude do movimento for¢ado sem atrito como fun¢do da frequéncia de

excitagdo.
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. b. F
X +—X+m2x =—"sen ot
m m

Novamente o sistema ¢ obrigado a oscilar com freqiiéncia m, porém, devido ao
termo de amortecimento, pode haver uma parte da solugdo que esteja fora de
fase com F(t). Portanto, vamos supor que a solugdo seja do tipo:

x(t) = A cosmt + A, senmt

Substituindo na equagdo diferencial obtemos:

boA
coscot(— o’A, + ok +A1co§j+sen(ot(— o’A, —b—wA1 +A2co§)
m m

FO
=—sen ot
m

Como esta igualdade deve ser valida para qualquer instante de tempo,
devemos ter:

(03(2) —(;)Z)A1 +bEwA2 =0
FO

—bEmAI +(co§ —coz)A2 =

de onde podemos encontrar os valores de A; e A, e, conseqiientemente, x(t). A
solucdo pode ser colocada na forma:

F,/m

x(t)= sen(ot — )
oo 2]
o, -0 | +122
m
_ bw
tgd = m(o; — ®?2
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Vemos agora que proximo da ressonancia (o = ), a amplitude do

. . . FO ~ . ,
movimento fica limitada ao valor B & Portanto, ndo diverge. Um grafico

desta amplitude esta mostrado na Fig. 9.13.

4 A((x))

Fig. 9.13 — Amplitude do movimento forcado com atrito como funcdo da frequéncia de

excitagdo.

A solugdo que acabamos de encontrar ¢ a chamada solugdo particular
da equagdo diferencial. Existem também a solugdo da equagdo homogénea que
¢ chamada de transiente ¢ que desaparece com o passar do tempo. A solugdo
geral da equag@o diferencial ¢ dada por:

x(t)= A'e_(élr;j cos(w't — )+
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Exercicios

1 - Nos sistemas mostrados na Fig. 9.14 ndo ha atrito entre as superficies do
corpo ¢ do chdo e as molas t€ém massa despreziveis. Encontre as

freqiiéncias naturais de oscilagao.

T T T T T T T TR TR T T AT T T T T TS

(a)

Fig. 9.14

2 - Composi¢do de movimentos (Figuras de Lissajous) - Consideremos um
corpo sujeito a dois movimentos harménicos em dire¢des ortogonais:

x(t)= A, cos(o t+0,)
y(t) =A, cos((oyt + (py)
a) Quando ® /o ¢ um nlmero racional, a curva ¢ fechada e o

movimento repete-se em tempos iguais. Determine a curva tragada pelo
corpo para o/, = 1/2, 1/3 € 2/3, tomando A, = Ay P, =0,.

b) Para o/o,=1/2,1/3e¢ A = A, desenhe as figuras para ¢, — @, =
0, /4 e /2.

3 - Considere um cilindro preso por duas molas que roda sem deslizar como
mostra a Fig. 9.15. Calcule a freqiiéncia para pequenas oscilagcdes do

sistema.

4 - Considere um péndulo simples de massa m e comprimento L, conectado a
uma mola de contraste k, conforme mostra a Fig. 9.16. Calcule a

freqiiéncia do sistema para pequenas oscilagdes.
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Fig. 9.15 Fig. 9.16

Dois movimentos harménicos de mesma amplitude mas freqiiéncias
ligeiramente diferentes sdo impostos a um mesmo corpo tal que
x,(t)=Acosot e x,(t)=Acos[(0o+Aw)t]. Calcule o movimento

vibracional resultante.

Considere um péndulo simples num meio viscoso com constante de forga
viscosa b. Calcule o novo periodo de oscilagdo de péndulo.

Considere uma barra delgada de massa M e comprimento 2L apoiada no
centro de massa como mostra a Fig. 9.17. Ela é presa nas duas
extremidades por molas de constante k. Calcule a freqiiéncia angular para

pequenas oscilagdes do sistema.

Considere 2 péndulos (comprimento L ¢ massa M) acoplados por uma

mola de constante k, conforme mostra a Fig. 9.18.

a) Encontre as equagdes diferenciais para os dngulos 0; ¢ 0 ,.

b) Defina as coordenadas normais de vibragdo X =0,-0,ep=0,+0,.
Encontre as equagdes diferenciais para N e . Dica: some ou subtraia
as equacdes de a)

¢) Quais sdo as freqiiéncias angulares dos modos normais de vibragdo?
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o
S5
o
=

Fig. 9.17 Fig. 9.18
9 - Considere um disco de massa M e raio R (I =1MR? ) que pode rodar em

torno do eixo polar. Um corpo de massa m esta pendurado em uma corda
ideal, que passa pelo disco (sem deslizar) e é presa a uma parede através
de uma mola de constante k, como mostra a Fig. 9.19. Calcule a

freqiiéncia natural do sistema.

g k
ERERERR

Fig. 9.19
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MOVIMENTO
ONDULATORIO

10.1 Introducgéo

O movimento ondulatorio € bastante importante devido ao fato de que
a maior parte do intercdmbio de informagdes ou energia entre sistemas fisicos
da-se através de ondas. Uma onda nada mais é do que uma perturbagido que se
cria num meio material elastico e que se propaga por este meio. Em alguns
casos (e.g. ondas eletromagnéticas) a propagagdo da onda deve-se a dois tipos
de energias (elétrica e magnética) que se auto-sustentam. Neste caso, ndo ¢é
necessaria a presenca de um meio material para que a onda se propague.

Vamos comegar nosso estudo imaginando uma corda esticada, presa a
uma parede. Como mostra a Fig. 10.1, se um pulso (movimento para cima e
para baixo) for introduzido na extremidade livre da corda ele caminhara para a
outra extremidade e este efeito ¢ conhecido como propagacdo.

A _
N '
-

Fig. 10.1 — Pulso propagando-se numa corda esticada.

Durante a propagag@o do pulso na corda ndo ha transporte de massa
pois todas as particulas do sistema mantém suas posigdes originais apds a
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passagem do pulso. Entretanto, existe transporte de energia ao longo da corda
jé que cada por¢do dela recebe um acréscimo de energia potencial durante a
passagem do pulso.

Em geral, o pulso se alarga durante a propagagdo ¢ este efeito da-se o
nome de dispersdo. Ao atingir a parede, o pulso ndo consegue continuar a
propagagdo na mesma diregdo porque o ponto da corda preso na parede ¢ fixo.
Assim, ele comega a propagar-se no sentido oposto, retornando para a
extremidade livre. Se ao invés da parede rigida tivéssemos uma outra corda
mais pesada, o pulso seria parcialmente refletido e parcialmente transmitido
para outra corda. Dependendo da densidade de massa deste segundo meio, a
parte refletida pode ou nao inverter o sinal (o pulso fica virado para baixo).

Esta onda que acabamos de ver tem a diregdo de propagacdo
perpendicular ao pulso, isto ¢, cada por¢do da corda movimenta-se
perpendicularmente a dire¢do em que existe a transmissdo de energia. Neste
caso, a onda ¢ denominada transversal. No caso em que as partes de um
sistema se movem paralelamente a dire¢do de propagagdo do pulso temos uma
onda do tipo longitudinal. Como exemplo, considere uma longa mola esticada
na qual um pulso de compressdo se propaga. Embora nio haja transporte de
massa, cada por¢do do meio material estara animada de movimento oscilatorio
durante a propagacao do pulso.

Vamos a seguir analisar algumas propriedades de um pulso
propagando-se numa corda. Como primeira aproximagao, vamos supor que
nao ha dispersdo, isto ¢, o pulso mantém sua forma original. Consideremos um
referencial fixo O e um referencial O’ movendo-se com velocidade v junto

com o pulso, como mostra a Fig. 10.2.

0] X O’ <

Fig. 10.2 — Propagagdo de um pulso sem disperséo.
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Como o pulso ndo muda de forma com o tempo, as coordenadas de
um ponto P do pulso sdo dadas por y =y’, x =x’+ vt. A forma do pulso ¢ uma
fun¢do de x, de forma que para o tempo t = 0 temos y = f(x) enquanto que para
t>0, y="f(x-vt). Isto representa uma translagdo da fungdo f(x) para a direita.
No caso em que y = f(x + vt) temos uma onda propagando-se para a esquerda.

A funcdo y = f(x - vt) é chamada de funcdo de onda. Dois pulsos
propagando-se no mesmo meio tem como funcdo de onda total a soma das
fungdes de onda:

Y(x,t)=1f,(x+vt)+f,(x —vt)

originando o fenomeno de interferéncia, que pode ser construtiva ou
destrutiva.

10.2 Propagacgdao de pulsos numa corda

A velocidade com que o pulso se propaga numa corda depende
essencialmente das propriedades da corda (tensdo e densidade de massa) e ndo
da amplitude do pulso. Consideremos um pulso deslocando-se com velocidade
v numa corda de densidade linear de massa pu e tensdo T. De acordo com a

Fig. 10.3, vamos tomar um elemento da corda com comprimento dx.

Fig. 10.3 — Elemento de massa de uma corda quando ha a passagem de um pulso.
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Vamos aplicar a 2* lei de Newton a este elemento da corda, cuja massa
¢ de dm = pdx. Como a tensao na corda ¢ T, a forga vertical é dada por:

Fy = Tsen(x +dx)—Tsen0(x)

Se considerarmos dx muito pequeno (0 (x) é muito proximo de 6 (x +
dx)) e também considerando 0 (x) pequeno tal que sen 6 ~ tg 0 ~ dy/dx
teremos Fy dada por:

(dy) o (dy) _ .0y
F ‘T(dxjmx T(dxjx =T

2
Pela 22 lei de Newton temos F, = dm%. Desta forma,

2 2 2 2
udxa—Z=Ta};dx = 6}2/ EaZZO
ot ox ox- T ot

Esta equacdo é chamada de equagdo de onda e descreve totalmente o
movimento de um pulso numa corda de densidade linear de massa L e tensao
T. Como y = f(x - vt) depende tanto de x como de t, as derivadas que
aparecem na equagdo sdo parciais, isto ¢, deriva-se em relagcdo a uma variavel
matando a outra constante. Para encontrar a velocidade de propagagdo do
pulso, fazemos:

2

2 2 2
N__ o, 0y _p0y 0y 10y _,

o Vax ot ox’ x. voot

onde a regra da cadeia % = gl@ foi usada. Comparando esta equagdo com
X

a equacgao de onda, concluimos que v =

=3

10.3 Ondas sonoras

A onda na corda que acabamos de ver ¢ um exemplo de onda

transversal. Vejamos agora um exemplo de onda longitudinal. As ondas
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sonoras correspondem a um processo de compressdo e descompressao de um
meio gasoso (como o ar), liquido ou mesmo sélido. Vamos considerar que
estas ondas sdo produzidas por um pistdo oscilante, como mostrado na Fig.
10.4.

compressio —fll [ [ | [[ ][] onP

descompressio ) | | [ ll [ ][ |

compressio ] | [ | | [ [lll |

Fig. 10.4 — Ondas sonoras produzidas por um pistio oscilante.

po ¢ a densidade de massa e P ¢ a pressdo (P = F/A) do gas quando ndo existe
compressdo. Queremos encontrar a velocidade v com que a compressao (onda
de pressdo) se desloca ao longo do tubo da Fig. 10.4. Para isto, vamos tomar
um referencial que se desloca com velocidade v junto com o pulso e analisar o

que acontece com o elemento de massa mostrado na Fig. 10.5.

zona de
compressao
P+AP P P P
+—> +—>
(V+AV) At v AT

Fig. 10.5 — Comportamento de um elemento de massa de um meio gasoso quando ha

a passagem de um pulso.

Para um observador no referencial mével, este elemento caminha para
a esquerda com velocidade -v. Ao atingir a regido de compressao, a pressao (e

conseqiientemente a for¢ca) no lado esquerdo aumenta, existindo assim uma
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forga resultante para a direita, que produz uma redugdo da velocidade do
elemento considerado. Ao sair da zona de compressdo o gés torna a se
expandir e recupera a velocidade v.

O elemento de massa considerado ¢ Am = pyV = poAvAr. A forga

resultante para a direita sobre Am é:

F=(P + AP)A — PA = APA
Pela 22 lei de Newton,

APA = Am(_AV) - p AvAt(ﬁj
At 0 At

onde ja tomamos Av como sendo negativo. Portanto,

2 _ AP

PyY __iAV/Vi

Por outro lado, o volume do elemento do gas ¢:

V=AvAt = AV =AAVAt = M:%
A%

ou seja, a variacdo fracional de velocidade é a mesma que a variagdo fracional
de volume. Logo,

2 AP _ AP _

“Taviv. Vav B

P,V

onde B =—V% ¢ uma caracteristica do gas chamado de moédulo de

compressibilidade volumétrica do gas. Desta forma,

v= 5o,

Na tabela seguinte apresentamos a velocidade de propagagdo do som

em varios materiais.
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Meio T(°C) v (m/s)
ar 0 331
H, 0 1286
0, 0 317
H,0 15 1450
Pb 20 1230
Al 20 5100
Cu 20 3560
borracha 20 54

10.4 Ondas harmoénicas

Se ao invés de darmos um pulso na corda fizermos com que ela oscile
devido a uma perturbacdo periodica, teremos a propagacdo de um trem de
pulsos periddicos e regulares. Quando esta perturbacdo é da forma senoidal ela
deve estar necessariamente sendo produzida por um oscilador harménico e,
portanto, ¢ denominada de onda harmdnica. A Fig. 10.6 mostra uma onda

harmoénica.

by crista
NIVaunvadily

Fig. 10.6 - Onda harmonica.

A distancia entre dois maximos consecutivos chama-se comprimento
de onda (A) enquanto que a amplitude da onda mostrada ¢é y,. A medida que
a onda se propaga pela corda, cada um de seus pontos executa um
movimento harmoénico simples, cuja freqiiéncia ¢ a mesma que a da
fonte. O periodo da onda ¢ o inverso da freqiiéncia (T = 1/f). Ele € o
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tempo que um ponto da corda demora executar uma oscilagcdo completa
e também ¢ o tempo que a crista da onda demora para andar a distancia
A. Portanto,

A=vT=v/f

A oscilag¢do de cada ponto da corda é descrita pela fungéo
y(t) =Y, sen(kx - (ot)
onde ® = 27t ¢ a freqiiéncia angular e, assim,

p=vit o O_2m_y

® v A

onde k é chamado de vetor de onda.

10.5 Efeito Doppler

Imaginemos que ao invés de termos uma fonte parada em relagdo ao
observador, temos agora um movimento relativo entre os dois. Neste caso, se
a fonte estiver se aproximando do observador, este “vé” uma freqiiéncia maior
e se a fonte estiver se afastando, a freqiiéncia observada sera maior. Este efeito
da variagdo da freqiiéncia devido ao movimento relativo fonte-observador ¢
chamado de “efeito Doppler”.

Vamos imaginar uma fonte emitindo sinais com uma freqii€ncia fo,
isto €, durante um segundo sdo emitidos f; pulsos completos. Se ao invés de 1s
tomarmos um intervalo de tempo At, serdo emitidos N = fyAt pulsos. Vamos
agora analisar os seguintes casos:

a) Observador e fonte parados
Durante o tempo At, o 1° pulso percorre uma distdncia A/ = NA = vAt.

Portanto,
_ VAt _ VAt _ v
N foAt £,
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relacdo esta que ja conheciamos. O numero de pulsos recebido pelo
observador serd igual ao emitido pela fonte e, conseqiientemente, ele nio

percebe alteragdes na freqiiéncia.

b) Fonte em movimento e observador parado

Digamos que a fonte estd se movendo com velocidade u. Durante a
emiss@o de uma onda completa (ou de dois pulsos consecutivos) a fonte
desloca-se a uma distancia uT = u/f,, conforme mostra a Fig. 10.7.

A

7\,0 >

Fig. 10.7 - Fonte em movimento e observador parado.
Desta forma, o comprimento de onda efetivo visto por um observador
estacionario ¢ A = A, —u/f, = v/fy —u/f,

\%

Como a velocidade de propagagdo ndo muda, isto nos leva a uma variagao de

fo
1—u/v

freqiiéncia. Fazendo f =v/A,temos:f = fonte se aproximando (f

fy
I+u/v

aumenta) e f = fonte se afastando (f diminui)

¢) Fonte parada e observador em movimento

No caso que acabamos de analisar, devido ao movimento da fonte, o
comprimento de onda emitindo se altera. Se a fonte estiver em repouso isto ja
ndo acontece, porém se o observador estiver em movimento, o nimero de
ondas recebido por ele, por unidade de tempo, se altera. Se o observador
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estiver parado, o nimero de ondas que passam por ele durante o tempo At é
dado pela expressao:

N)\;OIVAt f():%:%
0

Por outro lado, se o observador estiver se aproximando da fonte com
velocidade u, o nimero de ondas que ele recebe durante o tempo At é:

N'= VAt | uAt
Ao Ao
e a freqiiéncia observada é:
f=N_v+u_g o (1 + E) (aproximando, f aumenta)
At 7\,0 \

e quando o observador estiver se afastando da fonte,

f= f0 (1 - Ej (afastando, f diminui)
\4

Quando u << v, podemos mostrar que a freqiiéncia depende apenas da
velocidade relativa entre o emissor e o receptor, diferindo nos casos b) e c¢)
apenas por um termo da ordem (u/v)* << 1, que é chamado de efeito Dopper
de 2% ordem.

Até agora apenas consideramos casos em que u < v. O que acontece se
u > v? Nesta condig¢do, as ondas emitidas pela fonte ficam para tras, nao
havendo nenhuma onda adiante. Imaginemos uma fonte emitindo ondas
bidimensionais que se propagam com velocidade v. Se a fonte estiver em
repouso observaremos um padrao de ondas, como mostrado na Fig. 10.8, que
se espalha uniformemente no plano. Imaginemos agora a fonte deslocando-se
para a direita com velocidade u > v. No ponto 1 ela emite uma onda.
Decorrido um intervalo de tempo At, esta onda tera se propagado de maneira a
formar um circulo de raio vAt em torno do ponto 1. Por outro lado, a fonte tera
se deslocado para o ponto 2, distante uAt do ponto 1, tendo emitido varias
ondas durante este tempo, conforme mostra a Fig. 10.9.
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Fig. 10.8 - Fonte parada.

As ondas estardo confinadas num cone de dngulo 6 dado por:

Fig. 10.9 — Fonte em movimento com velocidade maior que a da onda.

10.6 Ondas estacionarias

Quando as ondas estdo confinadas numa determinada regido do

espaco, ondas incidentes e refletidas no contorno desta regido interferem,

produzindo configuragdes especiais de ondas denominadas estaciondrias.

Estas ondas possuem uma propriedade importante: num certo ponto X, 0 meio

oscila em torno daquele ponto com amplitude constante (independente do

tempo). Assim, ondas estaciondrias t€ém como caracteristica apresentarem

amplitudes de oscilagdes dependentes da posi¢do, mas independentes do
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tempo. A seguir, vamos considerar ondas estacionarias em diversas situagoes
distintas.

a) Corda com as duas extremidades fixas

Imaginemos uma corda que tem numa das extremidades um elemento
vibrador (tipo diapasdo) e na outra uma parede fixa. As ondas geradas pelo
vibrador sdo de pequena amplitude e refletem na parede e no proprio vibrador,
ficando assim confinadas e formando uma onda estacionaria. Se as ondas
geradas pelo vibrador tiverem a freqiiéncia correta interferirdo
construtivamente apds uma volta completa nesta “cavidade ressonante” e no
final, a amplitude de vibragdo sera muito maior que a amplitude da propria
fonte emissora. Esta situagdo é conhecida como ressondncia.

Nas extremidades fixa, a corda ndo pode oscilar e tem, portanto,
amplitude nula. Estes pontos sdo chamados de nds e a distancia entre dois nos
consecutivos € A/2 nesta regido. Assim, a condi¢do de onda estacionara numa

corda de comprimento L e extremidades fixas, ¢ dada por:

A
o)
2
com n = 1, 2, 3,.. Esta condi¢do determina A completamente. Para

encontrarmos as freqii€ncias de ressonancia podemos utilizar a relagdo
f=v/L, onde v=4/T/u ¢é a velocidade de propagagio na corda. Da

condicao de ressonancia temos:

2L=nkl=n~ f =V _pf
n nf = N oL Il1

onde f; ¢ a freqii€éncia do modo fundamental (n = 1), que ¢

\% 1 |T

1T 2L 2L\ p

As freqiiéncias f,, sdo denominadas de freqiiéncias naturais da corda.

Quando tentamos fazer o diapasdo oscilar com freqiiéncia diferente de f,, o
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sistema ndo entra em ressonancia ¢ as ondas geradas apresentam amplitude
muito pequena, do tamanho da do diapasdo. Na Fig. 10.10 mostramos as
ondas estaciondrias na corda com extremidades fixas. A freqiiéncia f; ¢é
chamada de fundamental e as freqiiéncias f, sdo denominadas de harmonicos

de ordem n.

.
5
:

n = 1 (fundamental ou 1° harménico)

n =2 (2° harmonico)

n =3 (3% harmonico)

n =4 (4° harmonico)

Fig. 10.10 — Ondas estacionarias numa corda com as extremidades fixas.

b) Corda com apenas uma extremidade fixa

Na verdade, ndo podemos ter uma corda com a extremidade
completamente livre devido ao fato de ser necessaria a existéncia de uma certa
tensdo na corda para termos v # 0. Na extremidade fixa, a onda refletida ¢
sempre invertida enquanto que na extremidade livre isto ja ndo ocorre ¢ a
onda refletida soma-se a incidente. Desta forma, a extremidade livre ¢ sempre

uma posicdo de maxima amplitude (ventre) da onda estacionaria formada.
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Assim, o comprimento da corda devera ser um multiplo inteiro impar de A/4,

ou seja:

A
L-nk
"

comn = 1, 3, 5,...,de onde obtemos que f, = n% = nf,, onde f, = % éa

freqiiéncia do modo fundamental. A Fig. 10.11 mostra os modos de vibragédo

da corda com extremidade livre.

n =1 (fundamental)

n =3 (3% harmonico)

n =5 (5° harmdnico)

n =7 (7° harmdnico)

Fig. 10.11 — Ondas estaciondrias numa corda com uma extremidade livre.

¢) Ondas acusticas estacionarias
Ondas estacionarias ndo se restringem apenas as ondas em cordas, mas
manifesta-se em qualquer fendomeno ondulatério, inclusive em ondas

acusticas. Imagine um microfone gerando ondas sonoras, colocado na boca de
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um tubo fechado, de comprimento L. O som ndo pode propagar-se para fora
do tubo, pois de um lado existe uma parede rigida e do outro, o microfone e
neles sdo formados os nds da onda estacionaria. Assim, da mesma maneira

que na corda com extremidade s fixas temos:

L=n? = anz—L
2 n

comn=1, 2, 3,..As freqiiéncias de ressonéncia sdo dadas por:

_nv _
fn —Z—Hfl

1 |B
fi ===
'L Po

Se por outro lado o tubo for aberto numa das extremidades, as

onde:

freqiiéncias de ressonancia sdo dadas por:

f, :nﬁ:nfl

B
Po’

corda com uma das extremidades livre. Finalmente, quando o tubo ¢é aberto

comn=1,3,57,..¢f = i que ¢ bem parecido com o caso de uma

nos dois lados, as freqiiéncias de ressonancia sdo as mesmas do que quando o
tubo ¢ completamente fechado. Entretanto, aparecerdo ventres ao invés de nos

nas extremidades do tubo.

10.7 Fung¢ées de onda no caso estacionario

As ondas estacionarias sdo formadas pela superposi¢do de duas ondas
que se propagam em dire¢des opostas. Consideremos ondas que se propagam

para a direita e para a esquerda, com func¢des de ondas das por:

Y =Y, sen(kx — ot)
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Y =Y sen(kx +ot)
E 0

A fung¢do da onda resultante consiste na soma de Yp ¢ Yg:

Y=Y +Y =Y, [sen(kx — ot)+sen(kx + ot )]
= Y =2Y, cosmtsenkx

onde na ultima passagem usamos a relagdo:
(A+ B) (A- B)
)

sen A +sen B = 2sen cos | >

Imagine agora uma corda fixa em x = 0 e x = L. Temos, portanto, Y(0)
= Y(L) = 0, para qualquer tempo. Desta forma,

senkL=0:>knL:n7c:>kn:n—IjT

Como k =27m/A , recuperamos a condi¢do de ressonancia
n n

A
L=n 2“ n=1,2,3, ...

Por outro lado, se a extremidade da corda for livre, temos: senkLL = + 1. Logo,

k,L= n% comn=1,3,5,7, ... Usando k, z%, obtemos L =nk7r“

10.8 Interferéncia

Vamos imaginar duas fontes de ondas separadas por uma distancia d e
um observador localizado sobre a linha que une as duas fontes. As ondas, que
suporemos de mesma freqii€éncia, podem se adicionar, pois representam
perturbagdes geradas no meio que podem ser somadas se o meio for linear.
Isto é conhecido como principio da superposi¢do. Assim, de acordo com a Fig.
10.12, temos:

Y =Y, sen(kx — ot)
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Y =Y sen(kx — ot +3)
2 0

onde & = kd ¢ a diferenca de fase que aparece devido ao fato das fontes
estarem separadas. A onda resultante é:

Y=Y +Y =Y, [sen(kx — ot ) +sen(kx — ot + 5]

Y =2Y cosésen(kx — ot +§j
0 2 2

observador

M 2

Fig. 10.12 — Interferéncia entre duas ondas.

Dependendo do valor de d, a onda resultante podera ser mal0ima ou

minima. Assim, se % = % =nn(n=0,1,2,...), a onda ser4 da forma:

Y=2Y sen(kx —ot + nn)
0

que apresenta uma onda duas vezes mais intensa do que cada onda isolada.
Este efeito é chamado de interferéncia construtiva. Por outro lado, quando

%: (n+1)m(n=0,1,2,.) teremos y = 0 e neste caso temos o que se

chama de interferéncia destrutiva.
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Exercicios

1 - Uma corda vibra de acordo com a equagdo y(x,t) = 15sen (%).005(3071‘[),

sendo x e y medidos em cm e t em segundos.

a) Qual ¢ a velocidade de um elemento da corda na posi¢do x = 2 ¢cm no
instante t =2 s?

b) Qual ¢ a velocidade de propagacao desta onda?

2 - Discuta as evidéncias experimentais (que vocé observa) que nos leva a
admitir que a velocidade do som na faixa audivel deve ser a mesma para
todos os comprimentos de onda.

3 - Suponha que no efeito Doppler com o som, a fonte e o observador estejam
ambos em repouso, mas o0 meio estd se movendo com relagdo a este
referencial. Havera alguma variagdo na freqiiéncia recebida pelo
observador?

4 - Na Fig. 10.13, uma haste esta fixa pelo centro a um vibrador. Um disco
preso a extremidade da haste penetra num tubo de vidro onde foi
espalhado pd de cortica. Na outra extremidade do tubo existe um pistédo
movel. Produzindo-se vibragdes longitudinais na haste, observar que para
determinadas posicdoes do pistdio movel, o po de cortica forma um
conjunto de noés e anti-ndés. Se para uma destas posi¢oes do pistdo,
conhecermos a distdncia d entre os anti-nés ¢ a freqii€ncia f de vibragao,
mostre que a velocidade do som no gas ¢ v = 2fd. Este ¢ o método de
Kundt para determinar a velocidade do som.

(.

S d
L rantl nos
— { ] [ ] [ ] { ] [ ]

Fig. 10.13
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5 - Um tubo pode funcionar como filtro actstico, discriminando as varias
freqiiéncias dos sons que o atravessam, das suas freqii€ncias proprias. O
silencioso de um automoével € um exemplo disto.

a) Explique o funcionamento deste filtro.
b) Determinar a “freqiiéncia de corte” abaixo da qual o som ndo ¢é

transmitido.

6 - O comprimento de uma corda de violino é de 50 cm e sua massa ¢ de 2.0 g.
Quando ela € presa pelos extremos a corda pode emitir a nota 14 (440 Hz).
Onde deve ser colocado o dedo para que a nota emitida seja o do (528
Hz)?

7 - Considere uma fonte que emite ondas de freqiiéncia f, movendo-se com
velocidade vy sobre o eixo x. Considere um observador movendo-se com
velocidade vy também sobre o eixo x. Qual sera a freqliéncia percebida
pelo observador? Chame a velocidade de propagagdo da onda de v.
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GRAVITACAO

11.1 Introducgéo

A lei de Newton da gravitagdo ¢ comumente expressa pela relagdo:

- MM_
Fo=G—--2¢

2 12
T

Esta lei refere-se a forga entre duas massas pontuais. Uma questdo que
pode ser colocada é como aplica-la ao calculo da forga entre um pequeno
corpo e a Terra, ou entre a Terra e a Lua, etc., onde sabemos que as particulas
que formam estes corpos estdo a diferentes distdncias umas das outras e as
forcas de atragdo sdo de diregdoes e modulos diferentes. O proprio Newton
protelou por onze anos a publicagdo da sua lei até ficar convicto de sua
validade, porque ndo sabia provar matematicamente que o resultado da forga
de atracdo exercida sobre ou por uma esfera homogénea seria 0 mesmo se
considerasse a massa da esfera concentrada em seu centro. Para provar isso,
ele criou o calculo diferencial e integral.

Fazemos aqui a demonstragdo dessa lei de uma forma simples. Vamos
comegar calculando qual é a for¢a que um anel de massa exerce sobre massas
pontuais colocadas sobre seu eixo. Tomemos um anel de raio r, largura t e
espessura y como mostra a Fig. 11.1.

A area da secgdo transversal do anel é ty. Vamos chamar de p
densidade de massa do anel, ou seja, quanta massa existe por unidade de
volume. Seja m a massa de uma particula colocada a uma distancia d do centro

do anel. Considerando um elemento especificado por um angulo d0 do anel,
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localizado a distancia x da particula de massa m, a for¢a que esta parte do anel

exerce sobre a particula ¢, usando a lei da gravitagdo, dada por:

dF=G mdM

2
X

Oy

t

Fig. 11.1 - Geometria para o cdlculo da for¢a devido a um anel.

A massa dM do elemento do anel pode ser determinada como:
dM=pdV=prdoyt

de modo que a forga fica:

dF:Gmpy;[rdG

X
s 2 2 2
Mas, usando o teorema de Pitagoras, x” = d” + r*, ficamos com:

dF = G 2PY T 4o

2
d +r

Essa forca, que é um vetor, pode ser decomposto numa componente
paralela ao eixo do anel e numa componente perpendicular a ele. Como a todo
elemento de massa do anel, existe outro igual e diametralmente oposto (de
modo a cancelar a componente de for¢a perpendicular ao eixo), s6 devemos

levar em conta a componente paralela. Assim,

dF, = dF cosa

2 2
e, sendo cosa =d/NVd” +r~ ficamos com
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trd
dF// = Gl’l’lpy—3 do
(d2 + r2)2
Essa é a forca devido ao elemento de massa considerado. Como
queremos a for¢a exercida pelo anel como um todo, devemos somar as
contribui¢des de todos os elementos de massa. Este ¢ justamente o objetivo da

integracdo, o de somar todas as contribuigdes, que em termos praticos
significa fazer o angulo 6 da Fig. 11.1 variar deste 0 até 2w. Entéo,

F:j9=2n dF//:J»Ozn Gmpytrdde:Gmpytrd 2n 40

(@+r2) (@)
Realizando a integracdo, temos:
Fo 2nGmpytdr
(d2 +1’ )%

A diregdo desta forca € justamente a do eixo do anel, e o sentido ¢ o de
atracdo. Uma vez que conhecemos a for¢a exercida por um anel, vamos
calcular a forga exercida por uma casca esférica de espessura x e raio r, sobre
uma massa m, distante d do centro da esfera, como mostrado na Fig. 11.2.

Fig. 11.2 — Geometria para o cdlculo da for¢a gravitacional devido a uma casca

esférica de massa.
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E facil ver que uma esfera pode ser formada por vérios anéis
justapostos. A idéia entdo ¢ dividir a esfera em anéis, usar a equagdo para cada
um desses anéis e somar sobre todos eles, obtendo a forga total exercida pela
esfera.

Vamos considerar um determinado anel que forma a esfera, definido
por um angulo d0, na posi¢ao 0. Sua largura € rd6, o raio é rsen0 e ele esta a
uma distancia x da particula de massa m. Assim, para utilizarmos o resultado

do anel, devemos fazer as seguintes substituigoes:
d<>x, r<> rsenf, t<>rdd

Com este procedimento, temos que a forga devido ao anel mostrado na
Fig. 11.2 sobre a particula de massa m é:

B 2nGmpyxr’ sen 0do

3
(x2 +r’sen’ 6)2

dF

Como nesta expressao temos duas variaveis (x e 0), devemos deixa-la
como fungdo de uma Unica variavel, para que se possa realizar a integragao.
Como x =d —r cos0, vem que

dx =rsen0 dO
Se substituirmos x na expressdo x° + r’sen°0, obteremos:
x>+ r’sen’0 = d* + 1’ — 2dr cosO =
d®+r* + 2d(x-d) =" — d* + 2dx
Assim, a forga ¢ dada por:

dFZZnGmpyrxdx

(- d*+ 2xd)?

Para termos a forca devido a toda distribuigdo esférica de massa,

devemos somar (integrar) as contribuigdes de todos os anéis entre x =d —r e X
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=d + r, pois a esfera ¢ formada pela superposi¢do de anéis nesse intervalo.
Logo,

x=d+r d+r dX
F= dF = 2nGmpyr X
jx:d—r jd—r (r2 _ d2 n 2Xd)%

Essa integral pode ser facilmente calculada. No caso geral, temos a
integral:
= Ix(ax +b)"dx
Fazendo a substitui¢do ax + b = w, temos x = (® —b)/a , de modo que

dx = dw/a e, portanto:

I:J.((D_b)mndZTm:.[[mnH _bO)nj|dO\):L (Dn+2 _L (Dn+1
a

a 2 a2

Substituindo ® por ax + b, ficamos com:

| (ax +b)""? _L(ax+b)n=1
.[x(ax+b) dX—(n+2) % T (nrl)

Logo a nossa integral em dF identifica-o com a integral se fizermos: n = -3/2,

a=2de b=r"—d’. Substituindo estes valores, ficamos com:

d+r 2 _ 32 1 2 12
J~ X _dx= 2(r? —d? +2dx)2 2(r*-d )(r2 g +2dx)7é
)2

e (- d? +2dx (2d)° (d)

Substituindo os limites de integragdo e notando que:
1 ((d+r), para x=d+r

(r> —d® +2dx)* =
(d-r), para x=d-r

temos:
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J-d+r XdX _ A
o 3 2
T -d?+2dx)2 9
c, portanto:
2
b 4, GmPYT

2

d

Como o volume da casca esférica de raio r ¢ espessura y é V = 4nr’y,
temos que M = 4nr’yp ¢ massa total contida na distribuigio esférica de massa,

de modo que
F= G(TZM

lembrando novamente que esta ¢ uma for¢a de atragdo. Assim, ¢ como se
tivéssemos duas massa pontuais separadas por uma distancia d. Portanto, em
termos gravitacionais, uma distribuicdo homogénea ¢ esférica de massa se
comporta como se toda sua massa estivesse concentrada no seu centro.

E claro que fizemos os calculos para uma casca esférica, mas o
resultado vale para uma esfera maciga, pois esta pode ser vista como sendo
composta de varias cascas esféricas de raios variando entre 0 ¢ R, bastando
entdo tomar a soma delas. O resultado obtido vale para pontos fora da esfera.
Se tivermos uma distribuicdo que ¢ uma casca esférica de raio r e colocarmos
no seu interior uma particula de massa m, entdo devemos refazer as integrais e
obtermos que a forga total exercida sobre a particula ¢ nula.

Assim, um outro resultado importante ¢ uma particula de massa m
colocada no interior de uma casca esférica com densidade de massa uniforme,

fica sujeita a uma forca nula.
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1-

2-

Exercicios

Calcule a forga gravitacional que uma particula de massa m fica sujeita
quando colocada no interior da Terra, a uma distancia r de seu centro.

Consideremos duas cascas esféricas concéntricas de densidades uniformes
de massa M; e M, como mostra a Fig. 11.3. Calcule a for¢a sobre uma
particula de massa m colocada em a, b ou c.

M,

Fig. 11.3

“Faz-se uma cavidade esférica numa esfera de chumbo de raio R tal que
sua superficie toque a superficie externa da esfera macica e passe pelo
centro dessa. A massa primitiva da esfera de chumbo ¢ M. Qual sera a
forga que a esfera com a cavidade atraira uma massa m a uma distancia d
do centro da esfera externa, de modo que a massa e o centro da esfera e da
cavidade estejam alinhados?” (Questao retirada do exame “olimpico” da
Universidade Estatal de Moscow (1946)).

Mostrar que num tinel cavado através da Terra, ao longo de uma corda e
ndo ao longo de um didmetro, 0 movimento de um objeto sera harmonico
simples.

Mostrar através de argumentos geométricos que uma particula de massa m
colocada no interior de uma casca esférica de densidade uniforme de
massa fica sujeira a uma forga nula, qualquer que seja a posicdo da
particula. O que aconteceria se a densidade superficial de massa ndo fosse
constante?
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6-

7-

8-

9-

10-

11-

Considere o movimento de um missel intercontinental, langado segundo
inclinagdo 6, como mostrado na Fig. 11.4, com velocidade vy, na posi¢do

indicada. Calcule a trajetdria do corpo.

y 4 Vo
0o

R
Qo

Fig. 11.4

Trés corpos idénticos de massa M estdo localizados nos vértices de um
triangulo eqtiilatero de lado L. A que velocidade eles devem mover-se se
todos giram sob a influéncia da gravidade mutua, em uma orbita circular

que circunscreve o tridngulo, mantido sempre eqiiilatero?

Considere um anel macico de raio R e massa M. Colocamos uma particula
de massa m a uma distancia d do plano do anel de modo que quando solto
0 corpo tem trajetoria sobre a reta perpendicular ao plano do anel
passando pelo centro do mesmo. Calcule o movimento do corpo de massa
m (<<M).

Um corpo de massa m ¢ colocado a uma distancia ry do centro de um

planeta de massa M e raio R. Calcule a velocidade como fun¢ao de r.

Considere duas massas m e¢ 2m com atracdo gravitacional. Com que
velocidade angular elas devem rodar tal que a distancia d entre elas fique

constante?

Um corpo de massa m é colocado a uma distancia ry do centro de um
planeta de massa M e raio R. Calcule a energia potencial para 0 <1 < oo,
Suponha que a densidade de massa do planeta seja uniforme e que a massa
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m possa entrar no seu interior através de um tinel. Considere v(e) = 0.
Calcule a velocidade como fungéo de r parar < R sabendo que v(ry) = 0.

12- Considere um anel de massa M e raio R e uma particula de massa m
colocada no seu centro. Qual ¢é a freqiiéncia para oscilagdes de pequena
amplitude na dire¢ao perpendicular ao plano do anel?
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MECANICA DOS
FLUIDOS

12.1 Introducgéo

De um modo geral, denomina-se fluido o meio material cuja forma
geométrica depende vizinhanga com a qual ele se encontra em contato. Este
tipo de material pode ainda escoar de um lugar para outro quando sujeito a
forgas externas. De acordo com estas propriedades, podemos notar que os
gases ¢ liquidos sdo classificados com fluidos.

Nosso estudo de mecanica dos fluidos comegara pela hidrostatica, que
se refere ao caso particular em que o fluido se encontra em repouso.
Posteriormente, trataremos o caso em que o fluido encontra-se em movimento,
descrito pela hidrodindmica. Em ambos casos, ao invés de tratarmos a forca
atuante sobre o sistema, usaremos o conceito de pressdo, que ¢ definida como
a forca aplicada por unidade de area:

P=lim (ﬁ)

onde AF ¢ a forga agindo sobre o elemento de area AS. E importante notar que
a pressdo se transmite as superficies de um recipiente ou através de secc¢des
arbitrarias de fluido sempre perpendicularmente a estas superficies. Por
exemplo, se colocarmos um cubo de aluminio dentro de uma panela com agua,
as forgas provocadas pelo fluido serdo perpendiculares as suas faces. A
pressdo ¢ uma grandeza escalar, com unidades de N/m* (Pascal, Pa), dyn/cn’,
bar (= 10° N/m?), atm (1.01 x 10° N/m?), etc. Em mecénica dos fluidos ¢ muito
comum trabalharmos com densidade de massa, definida como p = dM/dV
onde dM ¢ a massa contida no volume dV.
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12.2 Hidrostatica

Iniciamos o estudo deste topico pela lei de Stevin, que estabelece a
pressdo de um fluido sujeito a gravidade. Considerando um fluido em repouso,
vamos analisar um pequeno elemento de volume de area A e espessura dy,
como mostrado na Fig. 12.1.

P(y+A
(y y)l /A

Ay

P(y) y

Fig. 12.1 — Elemento de volume usado para a demonstragdo da lei de Stevin,

A massa desta por¢do de fluido ¢ dada por AM = pAV = pAAy. As varias
forgas perpendiculares a area lateral cancelam-se mutuamente, pois 0 meio ¢é
isotropico. O equilibrio de forcas ao longo da vertical estabelece que:

[P(y + Ay) - P(y)]JA + Amg =0
[P(y + Ay) - P(y)]JA = -pAgAy

lim P(y + AY) —-P(y) _ dpP _
Ay—)o Ay dy

Assim, concluimos que a pressdo diminui com a altura (taxa negativa) de uma

—Pg

maneira proporcional a p e g. No caso particular em que p ¢ g independem de
y (portanto constantes), a equacdo acima pode ser integrada entre dois pontos

quaisquer, resultando em:

Py =P - pg(y2—y1)

Um dos casos mais comuns que aparece na literatura ¢ quando y; esta
na superficie e y, no interior do liquido tal que y, <y;. Chamado y; —y, =he
P, =P, (pressdo atmosférica), obtemos:

P(h) =P, + pgh
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Como exemplo da aplicacdo desta lei, vamos analisar como varia a
pressdo do ar atmosférico como fungao da altitude. A densidade varia com vy,
COmo veremos a seguir, mas suporemos que a temperatura seja constante.
Partindo da equagdo dos gases ideais (equacdo de Clapeyron) temos:

K T K T
m "B B

PV=NK T=2K T = p=1
B" T M B VvV M M

onde m ¢ a massa de gas contida no volume V, M ¢ a massa de cada molécula
e Kz ¢ a constante de Boltzmann. Como supusemos que T ¢ constante, temos:

P
P=Pop~
P,
onde P, ¢ a pressdo na superficie e py, a densidade de massa neste ponto.

Como vimos anteriormente,

dP Pog
_ = = :——P
o= PE=p
dpP Pog
dP __ Pog 4
= p~"p ¥

Integrando esta expressao de y = 0 até y = h obtemos:

P=P, exp{—%y}

Tomando P, = latm, g = 9.8 m/s’e py= 1.2 Kg/m’, temos pog/P, = 0,116 Km™
e assim podemos fazer um grafico de P(y) como mostrado na Fig. 12.2.

Um outro exemplo comum onde a lei de Stevin é aplicada é o dos
vasos comunicantes, mostrados na Fig. 12.3, onde sdo colocados dois liquidos
nao misciveis, de densidades diferentes. De acordo com o principio de Pascal,
a pressao aplicada a um fluido contido num recipiente ¢é transmitida
integralmente a todos os pontos do fluido e as paredes do recipiente.

Como a pressao na altura y,, definida pela linha horizontal na altura L

¢ a mesma nos dois lados do recipiente, temos:
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P, + pigh; = P, + pogh, = pih; = pohy

1.01
0.8
0.6 1

0.4 1

Pressdo (atm)

0.24

0.0 T T T T
0 10 20 30 40 50

y (Km)

Fig. 12.2 — Variagdo da presséo atmosférica com a altura.

Fig. 12.3 — Vasos comunicantes.

Um terceiro exemplo deste topico é o de um fluido em rotagdo.
Consideremos um liquido colocado dentro de um recipiente cilindrico, que
roda com velocidade angular constante, ®, em torno do eixo de simetria do
cilindro, de acordo com a Fig. 12.4. Queremos determinar o formato da
superficie do cilindro.

Vamos supor que as coordenadas de um ponto qualquer desta
superficie sejam r e y, onde r tem sua origem no eixo de simetria do cilindro e
y no ponto mais baixo da superficie. Vamos tomar um elemento de volume no
interior do liquido, na forma de um anel de raio r e espessura Ar. Chamaremos
a area lateral deste anel de A. A diferenca entre as forcas existentes nas areas

laterais, externa e interna do anel deve ser igual a forca centripeta. Portanto,

[P(r + Ar) - P(r)] A = Amo’r = pAAre’r

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecdnica, calor e ondas



Mecdnica dos fluidos 229

P(r) :E: P(r+Ar)

Fig. 12.4 — Fluido em rotacdo.

1imAr—)0|:P(r + AArr) — P(r)} _ c(11_1r3 — po’r

Logo, P(r) =P, + §p o'r’, pois o ponto r = 0 pertence a superficie, cuja
pressdo € a atmosférica (P,). Por outro lado, a pressao independe da diregdo e

se olharmos para a pressdo no ponto r ao longo da vertical, ela sera dada pela
lei de Stevin:

P(r) = P,+ pgy

onde y ¢ a altura da coluna de liquido sobre o ponto r. Igualando as pressdes

calculadas nas diregoes radial e vertical temos:

de onde concluimos que a superficie do liquido forma uma parabola.

12.3 Principio de Arquimedes

Um corpo imerso num fluido qualquer tem seu peso aparentemente
diminuido. Isto pode ser explicado pelo principio de Arquimedes, que veremos
a seguir. Vamos considerar um cubo de aresta L imerso num fluido como
mostra a Fig. 12.5.
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O peso do corpo ¢ dirigido para baixo e vale

o=Mg=p.Vg

"|
T

3

Fig. 12.5 — Cubo imerso num fluido.

Por outro lado, sabemos que a pressdo na parte inferior do cubo ¢ maior que
na superior e vale:
P,=P, +pgL

Desta forma, temos uma forca dirigida para cima, chamada de forca de

empuxo, cujo valor é:
F=(P,—P)A =pglA =pVg

sendo, portanto, igual ao peso do volume de liquido deslocado. Assim, todo
corpo imerso ou parcialmente imerso sofre uma forga oposta a gravidade, que
¢ igual ao peso do fluido deslocado. Este resultado é conhecido como
principio de Arquimedes. A forga exercida sobre corpos submersos aparece
devido ao fato de que o fluido exerce pressdo em todos os pontos do corpo,
mas as regides de maior profundidade estdo sujeitas a pressoes mais elevadas.
Assim, existe sempre uma for¢a de empuxo na vertical e de baixo para cima.
Esta forga ndo depende do formato do corpo, embora nds tenhamos usado um
cubo para deduzir sua expressdo. Poderiamos, por exemplo, ter usado uma
esfera para esta deducdo. Neste caso, para a esfera de raio R mostrada na Fig.
12.6, a pressdo ¢ funcdo do angulo 6:

P(0) =Py + R(1 - cos O)pg
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A area mostrada na figura é: dA = 2nRsen6 RdO ¢ a forca exercida sobre ¢la é:

P(0) 49
/
7

Fig.12.6 — Forca de empuxo sobre uma esfera.

dF =P(0) dA = P(0) 2nR” sen0 do

As componentes horizontais desta for¢ca se cancelam mutuamente, restando
apenas a componente vertical dFy, = dF cosO. Logo, a for¢a resultante na

diregdo y é:

F, = .[Onchose = 2nR2J-: [P, + R(1—cos0)pg]sen O cosO dO

Fazendo cos® = u temos du = - sen0 dO e assim:
F, =-27R*[' [P, +R(1-w)pgludu = -27R*pg[  u’du

F, = 3nR’pg =pVg

12.4 Dinamica dos fluidos

Para descrever-se o movimento dos fluidos é usual analisar-se o

comportamento de elementos infinitesimais de volume deste fluido, isto ¢, é
necessario conhecer-se p(T, t) e v(T,t) para cada ponto e instante de tempo.

No caso particular em que v independe do tempo, temos um fluxo estaciondrio
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(ou lamelar). Caso contrario, temos um fluxo ndo estacionario ou turbulento.
Alguns outros conceitos importantes na andlise da dinamica dos
fluidos devem ser introduzidos. Por exemplo, se p variar com T ou t, o fluido
¢ compressivel e quando isto ndo ocorre temos entdo um fluido
incompressivel. Analogamente ao atrito, o escoamento de um fluido pode ser
viscoso. A viscosidade introduz forgas tangenciais entre camadas do fluido
que possuem movimento relativo, resultando em dissipagdo de energia.
Quando o fluxo ¢ lamelar, a trajetoria de um determinado elemento do
fluido é chamada de /inha de corrente. Da mesma forma que na mecénica da
particula, a velocidade do fluido ¢é tangente a linha de corrente. Se tomarmos
as linhas de corrente que tangenciam uma dada area, como mostrado na Fig.
12.7, teremos um tubo de corrente ou tubo de escoamento. Nao hé transporte
de matéria pela superficie lateral deste tubo, ja que por defini¢do, o

movimento do fluido € sempre tangente a esta superficie.

A
B

Fig. 12.7 — Tubo de corrente.

Durante um certo intervalo de tempo At, a quantidade de massa transportada
através das superficies A e B, de areas S, e Sg ¢:

Am =p S v At

A A A
Am_ =p S v At
B B B B

O fluxo de massa € definido por ® = Am/At . Como a massa nio esta

sendo criada nem destruida, Am, = Amg. Logo:
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pvSsS =pvS

A A A B B B

ou seja, @ =pvS= constante ao longo do tubo de corrente. Quando p ¢

constante (fluido incompressivel) temos ® = Sv = constante, que ¢ chamada
de vazdo.

12.5 Teorema de Bernouilli

Os conceitos que vamos discutir agora sdo importantes para a analise
do empuxo sobre as asas de um avido, para a medida da velocidade de um
fluido, etc. Consideremos o escoamento de um fluido ndo viscoso e

incompressivel através de um de corrente mostrado na Fig. 12.8.

[

F1 = P1 Sl

: Afl [ yi U=0

Fig. 12.8 — Tubo de corrente usado para a demonstragio do teorema de Bernouilli.

No lado esquerdo do tubo, temos uma area S; e fluido escoando com
velocidade v, a uma altura y; e pressao P,. No lado direito, estas grandezas sao
dadas respectivamente por S,, v,, y, € P,.

Inicialmente vamos calcular o trabalho feito pelas forcas F; ¢ F, sobre
o volume do fluido compreendido entre (1) e (2) durante um intervalo de
tempo At.

W = FlAgl _FzA/gz = PISIVIAt _P282V2At

como SvAt = Am/p (= volume), podemos re-escrever W como:
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WzATm(Pl—PZ)

Este trabalho produz uma variacdo na energia mecanica do sistema,
que pode ser a como se a regido achurada em (1) da Fig.12.8, tenha sido
promovida a (2). Assim,

_ 1 2 1 2
AE = E2 - E1 = EAsz +Amgy —EAmV1 - Amgy1
Igualando AE com W e cancelando Am, obtemos:

1 12 1.2
E(Pl _Pz)_5V2 _EVI tey, ~ &y,

= P +%pvf +pgy, =P, +%pv§ +pgy>

2
de onde concluimos que a grandeza P+ Lpv 4 pgy ¢ constante ao longo do

. . 2, ~
tubo de corrente. O termo pgy vem da lei de Stevin e ;pv ¢é a pressdo

dindmica, enquanto que P ¢ a pressado estatica. A igualdade acima ¢ conhecida
como teorema de Bernouilli. Se 0 meio for viscoso, temos que incluir nesta
equagdo um termo representando a dissipacdo de energia. A seguir, vamos
analisar alguns exemplos onde a equacdo de Bernouilli se aplica.

O tubo de Venturi, mostrado na Fig. 12.9, ¢é utilizado para a medida da
velocidade de escoamento de um fluido.

areaa

Fig. 12.9 — Tubo de Venturi.
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A pressao estatica no ponto 1 ¢ dada por P; = P, + pgh; e no ponto 2,
P,=P, + pgh,. Levando-se em conta que os pontos 1 ¢ 2 estdo a mesma altura,

o teorema de Bernouilli nos da:

1 2 1 2
P, +=pvi =P, +=pv
1291 2292

onde v; = v e v, = Av/a. Esta ultima igualdade vem do fato que a vazio ¢
constante (Av = av,). Portanto,

2
P, +pgh, +%pv2 =P, +pgh, +%pA—2V2
a

2
%pvz(l—/:—zj = pg(h, —h,)=pg(h, —h, )= —pgh

€ consequentemente,

O empuxo dindmico é a denominagdo dada a for¢a que surge sobre um
corpo que se desloca dentro de um fluido (ao contrario do empuxo estatico do
principio de Arquimedes). Consideremos uma bola movimentando-se com
velocidade v dentro de um fluido. Por conveniéncia, usaremos um referencial
solidario a bola, no qual ela estd em repouso e o fluido desloca-se com
velocidade -v. Se a bola estiver rodando com velocidade angular ®, os pontos
de sua periferia arrastardo as moléculas do ar, modificando sua velocidade. De
acordo com a Fig. 12.10 as velocidades nos pontos (1) e (2) sdo dadas por v, =
var - OR € v, = vr + ©R. Aparecerd, portanto, uma diferenca de pressao dada
por:

P, -P, :%p(vg —Vf):zp[v(VaR +0R)’ —v (Vi —(oR)Z]

= Pl_PzzszaR(DR
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1
Var-®R
R
—
— Var
() -
J —
Vart®R
2

Fig. 12.10 — Bola com rota¢do movendo-se num fluido.

Esta diferenga de pressdo produz uma forga F, que obriga a bola a descrever
uma trajetoria curva. Note que se ® = 0, esta for¢a sera nula e a trajetoria da
bola ¢ retilinea.

Um outro exemplo de empuxo dindmico ocorre com a asa de um
avido ou com o aerofolio de um carro de corrida. Na asa do avido, mostrada na
Fig. 12.11, o ar percorre uma distdncia maior na parte de cima, tendo portanto,
maior velocidade naquela regido. Como conseqiiéncia, a pressdo na parte de
baixo da asa ¢ maior do que em cima e isto da sustentagdo ao avido. Ja& no
aerof6lio de um carro de corrida, temos uma asa invertida que provoca uma

forga para o chéo.

pressdao menor

bordo de fuga

bordo de ataque

pressdo maior

Fig. 12.11 — Asa de avido.

Como um ultimo exemplo do teorema de Bernouilli, vamos considerar
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o escoamento de um liquido através de um orificio situado na lateral de um
grande reservatorio, mostrado na Fig. 12.12. Numa primeira etapa,

desprezaremos o movimento da superficie do liquido no tanque.

v 1

Fig. 12.12 — Fluido vazando de um reservatorio.

Nestas condigdes, teremos entre os pontos (1) e (2):
1 2 _ I 2
P +pgh+§le =P + ng-f-Esz
Como estamos considerando R 0e P1 = P2 = Pa temos:

v, =V =./2gh

Vamos agora levar em conta a velocidade da superficie superior de
area A para calcular a velocidade com que o liquido emerge do orificio de area
a. Como a vazdo é constante temos A vi = a v, = v; = v, a/A = v a/A.
Substituindo na equagdo de Bernouilli dada acima ficamos com:

1 2fa) _1 .2
h+—=pv (—j =—pv
pg ) P A ) P
2gh
1-(a/A)?

Como em geral a << A, podemos expandir o denominador em série de Taylor:

~ l(i)z
v = 2gh[l+2A +..... }
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12.6 Viscosidade

Vamos considerar um fluido colocado entre duas placas, onde a
superior desloca-se com velocidade Av como mostra a Fig. 12.13. Nesta
situacdo surge sobre a placa inferior uma tensdo de cisalhamento (forga/area

da placa) tentando arrasta-la junto com a outra.

Ay

T
— A 4

Fig.12.13 — Placa arrastada num fluido.

E necessario, portanto, uma tensdo T para manté-la em repouso.
Experimentalmente determina-se que:

onde a constante m ¢ chamada de viscosidade do fluido. Note que a
viscosidade esta relacionada com o poder que um fluido em movimento tem
de arrastar os corpos em contato com ele ou as camadas vizinhas do fluido.
Isto € bastante semelhante ao atrito existente entre dois corpos em contato,
com movimento relativo. Nem todos os fluidos obedecem a expressdo acima;
aqueles que obedecem sdo chamados de fluidos newtonianos. Um outro ponto
importante ¢ que a expressdo acima sO ¢ valida para fluxos estacionarios
(escoamento lamelar).

Vamos considerar o escoamento lamelar de um fluido viscoso através
de um tubo de diametro D (Fig. 12.14). Analisaremos o balango de forgas
sobre um elemento de volume de raio r.

O deslocamento deste elemento de volume no interior do fluido gera a
tensdo de cisalhamento t indicada na figura, que funciona como atrito sobre a
porgdo considerada. Por outro lado, existe uma varia¢do de pressdao ao longo
do tubo e como o fluxo é estacionario, a somatoria das forcas sobre o

elemento de volume ¢ nula:
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P +AP

I
I
!
1
& »'
< >

Fig. 12.14 — Escoamento por um tubo.

nr’AP = 2nrlt

dv
=APL = &
AL T

onde nesta ultima passagem usamos o fato de se tratar de um fluido

newtoriano e que v diminui com r. Logo,

:_L(Q)
dv 'L rdr

Para encontrarmos v(r) faremos uma integral de r = 0 até r. No centro
do tubo (r = 0) a velocidade é maxima (Vp.x). Portanto,

V(I') = Vimax = (&)er
L J4n

onde AP/L é a queda de pressdo por unidade de comprimento. Para
encontrarmos o valor de V.., levamos em conta que v = 0 para r = D/2.

v :(QJL(QJZ
mx (L )4nl 2
e, portanto,

v(r)=vmax[1—(ijz} :(A_I}))#(%)Tl_(ijz}

Assim,
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que representa a parabola mostrada na Fig. 12.15.

4 v(1)

Vmax

D/2
Fig. 12.15 — Distribuicdo radial de velocidades de um fluido escoando por um cano.

Desta forma, o perfil de velocidades para o escoamento lamelar de um
fluido numa tubulagdo ¢ parabdlico, sendo maximo no centro, como mostra a

Fig.12.16. E como se fosse uma antena de carro sendo esticada.

§

4\_,
=

Fig. 12.16 — Fluido escoando por um cano.

Na pratica, estamos sempre interessados em encontrar a vazdo ©
como fungdo da viscosidade, didmetro e comprimento da tubulagdo para um
certo valor de diferenga de pressdo aplicada. Considerando o elemento de area

em forma de anel mostrado na Fig. 12.17, temos:

2
4O = v(r) dA = Vi {1 - (%) } 2nurdr

Para encontrarmos o fluxo total, integramos de r = 0 até r = D/2:
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v(r)

dr

Fig. 1217 — Elemento de drea usado para calculo da vazao.

D’ A
@ = max = Vimax
v 3 \ 2

onde A é a area do tubo. Como A = nR?, podemos ainda escrever:

¢) :£R4(A_P)
L

de onde vemos que a vazdo é proporcional a quarta poténcia do raio. A

equagdo acima leva o nome de lei de Poiseuille.

Exercicios

1- Uma bola de madeira de densidade p,, estd presa a uma profundidade h
num liquido de densidade p.. Soltando-se a bola do repouso, determine

que altura acima da superficie ela atingira.

2- Trés recipientes com fundos falsos (Fig. 12.18) foram colocados na agua,
a uma mesma profundidade. Colocando-se nos trés frascos a mesma
quantidade de 6leo, qual dos trés fundos caira primeiro? Justifique.

3- Um deposito retangular sem tampa, com as dimensdes dadas na Fig.
12.19, move-se com aceleragdo a e contém agua até uma altura h (quando

a=0). Para que o valor da acelerag@o a 4gua comecara a escoar para fora?

4- Um cubo de um certo material flutua num recipiente contendo mercurio
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(pue = 13.6g/cm’) tal que 1/4 de seu volume fica submerso.
Acrescentando-se ao sistema agua suficiente para cobrir o cubo (Pagua =

3 - . , . , .
lg/cm’), que frag@o de seu volume ainda permanecerd imersa no mercurio?

L >

Fig. 12.18 Fig. 12.19

5- Uma tabua de comprimento L estd apoiada numa pedra e parcialmente
imersa na agua. Conforme mostra a Fig. 12.20, uma porcao de
comprimento a encontra-se acima do ponto de apoio. Sendo d a densidade

da madeira, que parte da tdbua encontra-se submersa?

«a_,
N nata
h

Fig. 12.20 Fig. 12.21

6- Dentro de um recipiente conico coloca-se leite. Com o passar do tempo
ocorre formacao de nata, que sendo menos densa fica no topo. Durante
este processo nao ha variacdo de volume, ist é, h permanece constante
(Fig. 12.21). O que acontece com a pressdo no fundo do recipiente?
Justifique sua resposta.

7- Numa lata cilindrica de area A coloca-se agua at¢ uma altura h. Determine
a velocidade v com que a agua sai por um orificio de area a localizado no
fundo. Que quantidade de agua deve ser adicionada a lata por unidade de
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tempo tal que v seja constante?

8- Caso ndo se adicione dgua na lata do problema anterior e a altura variar,

calcule a vazao ® como fungao do tempo.

9- Com um sifdo retira-se agua de um recipiente como indicado na Fig.
12.22. A éarea do cano € constante ao longo de seu comprimento e a
velocidade da superficie do liquido € desprezada. a) Qual é a velocidade
da agua na saida do cano? b) Qual é a pressdo no ponto mais alto do sifdo?

¢) Qual ¢ a maxima altura h para a qual ainda ¢ possivel sifonar a agua?

n

Fig. 12.22

10- Monta-se uma caixa d’agua sobre um vagdo que pode se mover no plano
horizontal sem atrito (Fig. 12.23). Na parede da caixa existe um orificio de
area A a uma profundidade H, pelo qual sai agua paralelamente ao plano
horizontal. A massa total inicial do sistema (caixa, agua e vagdo) ¢ Mye a
velocidade da superficie da agua ¢é desprezada. Se o vagdo esta
inicialmente em repouso quando o orificio é aberto, qual sera a aceleragdo
inicial do sistema?

KRR IR S IR IR IR R I IR R R R R R R IR ORI R R R X R K,

Fig. 12.23

11- Um tubo de agua roda com velocidade ® em torno de um eixo vertical
conforme mostra a Fig. 12.24. Calcule a pressdo como fun¢ao de r, usando
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P(r=0) =P,
N~

—n
r

Fig. 12.24

12- Um rotametro (medidor de vazdo) consiste num tubo de vidro conico e
vertical com uma esfera metalica de massa m e raio r no seu interior como
mostra a Fig. 12.25. Calcule o fluxo de um gas de viscosidade n como
funcdo da altura h. Considere o bem pequeno. Nota: Fges = 6mnrv.
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TERMOLOGIA E
TERMODINAMICA

13.1 Introducgéo

Em geral, para caracterizarmos um sistema com N particulas ¢
necessario especificarmos a posigdo, velocidade e aceleracdo de cada particula
como fungdo do tempo. No caso de um sistema macroscopico, o ntimero de
particulas ¢ extremamente grande e esta tarefa se torna muito dificil. Uma
alternativa para abordar este problema é a de trabalharmos com valores
médios, que representam o comportamento do sistema como um todo. Vamos
comecar esta abordagem definindo as grandezas macroscopicas que
determinam o estado do sistema.

Consideremos um gas constituido de N moléculas num recipiente de
volume V. Microscopicamente, o movimento de cada particula ¢ retilineo
uniforme até que ela se choque com a outra molécula ou com as paredes do
recipiente. Este tipo de movimento, mostrado na Fig. 13.1, ¢ chamado de
browniano. A distdncia média que a particula percorre entre duas colisdes
sucessivas denomina-se caminho livre médio.

Fig. 13.1 — Representacdo do movimento browniano.

Os choques das particulas com as paredes do recipiente implicam em
transferéncias de momentum e, conseqiientemente, numa forga média exercida
sobre as paredes. Esta for¢a por sua vez da origem a pressao que o gas exerce
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sobre as paredes e esta ¢ uma grandeza macroscopica (com origem
microscopica) que descreve uma propriedade média do sistema global. Além
da pressdo, existem outras grandezas macroscOpicas importantes para a
descri¢do do sistema: volume V, energia interna ¢ temperatura, ambas
associadas ao movimento translacional, vibracional e rotacional das
moléculas. O objetivo da termodindmica ¢ relacionar estas grandezas
macroscopicas, que podem ser medidas experimentalmente.

Quando as propriedades macroscopicas de um sistema nao se alteram
com o tempo, dizemos que ele estd em equilibrio termodindmico. Neste caso,
o sistema de interesse deve ser mantido em contato com um segundo sistema,
chamado de reservatorio ou banho térmico, que determina os pardmetros do
equilibrio. O conjunto das grandezas macroscopicas associadas a um sistema
em equilibrio tem o nome de estado macroscopico. Convém notar que o
estado microscopico do sistema determina o estado macroscopico, porém a
reciproca ndo ¢ verdade porque a partir de valores médios ¢ impossivel
especificar-se T e p para todas as particulas do sistema.

As grandezas macroscopicas estdo de alguma forma interconectadas.
Para verificarmos isto, podemos tomar um pistdo contendo gas, como
esquematizado na Fig. 13.2, e aquecé-lo. Neste caso, a temperatura do sistema
aumentara. Se mantivermos a posi¢do do pistdo fixa, havera um aumento de
pressdo. Se por outro lado deixarmos o pistdo solto, havera um aumento de
volume. Assim, tanto o aumento da pressio como o de volume sao
conseqiiéncias do aumento da temperatura, de onde concluimos que estas

grandezas estdo, de alguma forma, relacionadas.

]

PV, T —

Fig. 13.2 — Cilindro com pistao contendo gés.
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Se tivermos dois sistemas térmicos em contato, ¢ importante sabermos
a maneira pela qual um interage com o outro. Esta interacdo freqiientemente ¢
feita através de paredes, como a mostrada na Fig. 13.3. Se a parede for fixa e
variarmos a temperatura de um dos sistemas, podemos ter duas situagoes: (i) a
temperatura do outro sistema nao se altera e, neste caso, temos uma parede
perfeitamente isolante (também chamada parede adiabatica) ou (ii) a
temperatura do outro sistema acompanha as mudangas do primeiro e, neste

caso, temos uma parede diatérmica.

| _» parede ™ isolante térmico

Sistema 1 Sistema 2

Fig. 13.3 — Interacdo entre dois sistemas através de uma parede.

No caso (ii), as temperaturas dos dois sistemas evoluem até atingirem
um valor comum. Quando as temperaturas dos dois sistemas forem iguais,

dizemos que eles estdo em equilibrio térmico.

13.2 Medida da temperatura

Normalmente, a temperatura ¢ medida através da observagdo de
alguma grandeza sensivel a sua variacdo. O sistema utilizado para este fim ¢
chamado de termdmetro, para o qual ¢ definida uma escala de temperatura. Os
exemplos mais comuns de termdmetro sdo:

(i) Termoémetro de Mercurio — Coloca-se um certo volume de merctrio num

tubo capilar de vidro e observa-se a dilatacdo térmica do mercurio como
funcdo da temperatura. O comprimento da coluna de mercurio varia de forma
aproximadamente linear com a temperatura, ¢ assim podemos escrever:

T=aL+b
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onde T ¢é a temperatura, geralmente em graus Celsius, L é o comprimento da
coluna de mercirio ¢ a ¢ b s3o duas constantes que dependem das
temperaturas de referéncia escolhidas. Convencionalmente sdo escolhidas as
temperaturas de fusdo do gelo (ponto triplice) como 0 °C e de ebuli¢do da

agua como 100 °C, de forma a termos:

100 . 100L
L -L L -L
\4 g

v g

a=

(i) Termoémetro a gas — Ja neste caso, a pressdo de um gas ¢é utilizada como

grandeza termométrica. Conforme mostra a Fig. 13.4, o volume do gas ¢
mantido constante movendo-se a coluna da direita ¢ a medida da temperatura

esta diretamente ligada a leitura da altura h desta coluna.

Fig. 13.4 - Termémetro a gas.

Como veremos adiante, a pressdo e a temperatura de um gas sdo
proporcionais de forma que T = AP + B, com:
100P
A — 100 e B - _ g
Py - P, Py - P,
onde P, ¢ a pressdo do gis no ponto triplice da agua (0 °C) e Py é a pressdo no
ponto de ebuligdo da dgua (100 °C).
Informalmente, utilizamos acima a escala de temperatura Celsius (ou

centigrada), que ¢ bastante comum no nosso dia a dia. Esta escala usa como
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referéncia o ponto triplice da agua (0 °C) e o ponto de ebulicio da agua (100
°Q).

Uma outra escala de temperatura muito importante, principalmente do
ponto de vista de aplicagdes cientificas, ¢ a escala Kelvin (ou absoluta). Ela é
baseada em propriedades microscopicas da matéria, como veremos adiante. O
zero desta escala corresponde ao ponto em que toda energia (exceto a de ponto
zero) ¢ retirada do sistema. Esta escala sera relacionada com a Celsius através
da expressao: Tx = T.+ 273.15.

Uma outra escala que ¢ bastante utilizada em alguns paises ¢ a escala
Fahrenheit, que se relaciona com a Celsius através da expressdo: Tr = 9/5T, +
32

13.3 Equacéao de estado

A equacdo de estado ¢ a relagdo matematica existente entre as varias
grandezas macroscopicas que definem o estado de um sistema. De um modo
geral, o conhecimento da equagdo de estado permite o conhecimento de todas
as propriedades termodinamicas do sistema.

Para gases com pressdes muito baixas, as interacdes entre as
moléculas do sistema podem ser desprezadas. Neste caso, o gas é chamado de
ideal e o relacionamento entre as grandezas macroscopicas que definem seu

estado termodinamico ¢ dado pela equagdo de Clapeyron:
PV =NKzT

onde T € a temperatura absoluta (em K). N é o nimero de moléculas contidas
no volume V ¢ Kz ¢ a constante de Boltzmann (K = 1.38 x 105 J/K).

A equagdo acima também pode ser escrita em termo do numero de
moles, n = N/N,, onde N, = 6.02 x 10 ¢ o namero de Avogadro. Neste caso,

PV =nRT
onde R = N,K = 8.314 J/mol’K = 0.082 atm.//mol’ K é chamada de constante

universal dos gases.
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A equacdo de Clapeyron s6 ¢ valida para gases ideais. Entretanto, num
caso real notamos que para T = 0, V ndo pode ser zero porque as moléculas
tém seu proprio volume. Assim, quando T =0, V = b, que € o volume somado
de todas as moléculas. Por outro lado, como as moléculas possuem interagao
atrativa em si, a pressao € nula mesmo antes de T = 0. Desta forma, para gases
reais devemos usar a equacdo de van der Waals:

(P+i](\/—b): nRT

2

A%

onde a e¢ b sdo constantes determinadas experimentalmente para cada gas
especifico.

13.4 Interpretacao microscopica da temperatura

Vamos considerar um gas contido num reservatorio de volume V que
satisfaz as seguintes hipodteses:
(i) o gas ¢é constituido de um numero grande de particulas que colidem
elasticamente entre si ¢ com as paredes do recipiente;
(i1) ndo ha forcas atrativas (aproximacdo de gas ideal);
(ii1) o movimento ¢ completamente aleatorio, ndo havendo direcdo ou posigdo
privilegiada.
Sendo o movimento completamente aleatorio (hipdtese (iii)), as
velocidade médias sdo as mesmas nas dire¢des X, y € z. Logo:
Vi =Vy =V,
Olhando para uma pequena por¢do do gas nas proximidades da parede
(Fig. 13.5), podemos imaginar que um grande niimero de particulas colidirdo
com esta parede. Num intervalo de tempo At, todas as particulas contidas no
volume Avy At e movimentando-se para a direita colidirdo com a superficie.
Como metade das particulas caminham para a esquerda, o niimero de colisdes

no intervalo de tempo At é dada por:
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N:%pVXAtA

onde p = N/V ¢é o nimero de particulas por unidade de volume.

VAt

Vy " A

Fig. 13.5 — Moléculas colidindo com a parede de um recipiente.

Como as colisdes com a parede sdo elasticas, cada particula transfere
uma quantidade de movimento 2mv, em cada colisdo, sendo m a massa da

particula. O momentum total transferido durante o intervalo de tempo At ¢é:

Ap =N2mv, = %mviAtA

Assim, a forga média e a pressao exercidas sobre a parede sdo:

= Ap N 2
F=2P_ Ny
At v oYy

Por outro lado, como o movimento € isotropico, temos:

2 2 2 2 2 2 1 2
V =V +Vv +v =3v = VvV ==V
X y z X X 3
e — 1N 2 ; .
, portanto, P = 3y MV, que pode ser escrito como:
5 2
PV =N=V
3 2

Comparando este resultado com a equacdo de Clapeyron, temos:
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%KBTzémvz

de onde concluimos que a temperatura esta associada a energia translacional
das moléculas do gas ideal. Esta expressdo também ¢ conhecida como teorema
da equiparti¢do de energia. De uma maneira geral, associamos a cada grau de
liberdade de um sistema, o termo 1/2 KT. No exemplo acima, temos 3 graus
de liberdade, que correspondem a translagdes nas diregdes X, y € z. Se
tivermos vibracdes ou rotagdes de uma molécula, também associamos um
termo 1/2 KT a cada um destes graus de liberdade.

Para vermos como o teorema da equiparticdo de energia ¢ util, vamos
considerar um resistor R sujeito a uma certa temperatura T. Se associarmos
1/2 KT a poténcia média dissipada por ele em 1 segundo teremos:

—2
Vo1 < _ [KTR
=7 KT = \/_1/—2

isto ¢, aparece uma pequena voltagem nos terminais do resistor, que ¢

conhecido como ruido Jomhson. Para um resistor de 1Q a temperatura
ambiente (T ~ 300 K), V~45x10" V=04nV. Esta é uma voltagem

extremamente pequena, mas em medidas de alta precisao ela deve ser levada

em conta.

13.5 Dilatacao térmica

Ao aquecermos um solido, em geral ele muda de tamanho. Isto se
deve ao fato de que a energia potencial entre seus atomos, ou moléculas,
possui termos nao harménicos, como mostrado na Fig. 13.6. Ao aumentarmos
a temperatura, damos mais energia ao sistema e os atomos do solido
(idealizados como estando conectados por molas) vibram com grande
amplitude, produzindo em média uma separagdo maior entre os constituintes
do sistema.

A variacdo do comprimento de um sélido segue a lei:
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A V(r)

I n r

Fig. 13.6 — Energia de interacio entre dois dtomos.

AL = aLAT

onde a ¢ chamado de coeficiente de dilatagdo linear e é caracteristico de cada

material, como mostra a tabela.

Material a’(C™h)
aluminio 23x10°
aco 11x10°
invar 0.7x10°
vidro 9x10°
pirex 32x10°

Como cada dimensao do solido varia desta forma, temos:
AL] =a LlAt = L1 = L10+ ol 10AT =L 10(1 + (XAT)
L2 = Lzo (1 + O(,AT) € L3 = L30 (1 + (XAT)

Para calcularmos a dilatacdo superficial de um corpo, fazemos: A =L,
Lr=Lio (1 + aAT) Ly (1 + aAT) =L;g Ly + 200 L1g Lo AT + Ly Lyy o*AT™

’ . 2 .
Como a é muito pequeno, podemos desprezar o tempo o e assim temos:

AA =A 20AT =BA AT
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onde B=2a e Ay =L, L,. Da mesma forma, temos para a dilatagdo

volumétrica:

AV =7V AT

onde 7 =3a ¢ chamado de coeficiente de dilatagdo volumétrica e em geral ¢
dependente da temperatura.

Os liquidos e os gases também sofrem, obviamente, variagdes de
volume com a temperatura. Neste caso, ¢ bastante comum trabalharmos com a
densidade do fluido ao invés do volume:

m m m
== = Ap=—"AV=—""yVAT
P Vv P V2 V2 Y
Logo, Ap = —ypOAT

Em geral y é positivo e a densidade do fluido diminui com a
temperatura. Uma exce¢ao a esta regra € o caso da agua (vide a Fig. 13.7) que
abaixo de 4 °C possui y< 0 e assim, entre 4 °C ¢ 0 °C a densidade aumenta com
a temperatura. Isto explica porque os lagos congelam-se a partir da superficie
durante o inverno, no hemisfério norte.

1.000

0.998 1

p (g/cm’)

0.996
0

2 4

6
T (°C)

Fig. 13.7 — Variagdo da densidade da dgua com a temperatura.

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecdnica, calor e ondas



Termologia e termodindmica 255

13.6 Calor e trabalho

Quando colocamos dois corpos com temperaturas diferentes em
contato térmico, existe transferéncia de energia de um corpo para o outro até
que as duas temperaturas evoluam para um valor comum. No caso térmico, a
energia transferida tem o nome de calor. Da mesma forma que no trabalho
mecanico, ndo podemos dizer que um corpo a uma dada temperatura possui
uma certa quantidade de calor. Podemos apenas dizer que calor ¢ a variagdo de
energia entre um ponto e outro.

Analogamente a inércia mecanica, um corpo possui uma certa inércia
térmica, chamada de capacidade calorifica, que € a capacidade que um corpo
tem de reter energia térmica. A definicdo da capacidade calorifica é:

c_d0
~dT

A unidade de calor € J ou erg, mas também ¢ muito comum o uso da
caloria, que é a quantidade de calor necessaria para elevar em 1 °C a
temperatura de 1 g de agua entre 14.5 °C ¢ 15.5 °C. O equivalente mecanico da
caloria ¢ 1 cal = 4.184 J. A unidade de capacidade calorifica é, portanto, cal/
°C, J/°C ou erg/ oC.

Ao invés da capacidade calorifica, ¢ comum utilizar-se o calor
especifico, definido como:

c=C [ cal
m (g°

onde m é a massa do sistema. Desta forma, podemos escrever:
dQ = mcdT

significando que ao dar-se uma certa quantidade de calor ao sistema, ocorre
um aumento na temperatura. Esta expressdo, entretanto, ndo ¢ sempre valida.

Em transi¢cdes de fase, de solido para liquido ou de liquido para gas, a
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temperatura ndo muda ao fornecermos calor ao sistema. Para uma certa massa

m de material, o calor fornecido para ocorrer a transicéo de fase é:
Q=mL
onde L ¢ chamado de calor latente de fusdo ou de vaporizagao.

Quando varios corpos sdo colocados em contato térmico, o calor flui

de um para outro de tal maneira que:
N
2.Q =0
i=1

Isto se deve 4 conservagdo de energia e esta propriedade ¢ importante para a
determinagdo do calor especifico de algum dos corpos. Quando o calor para de
fluir, os corpos estdo todos em equilibrio térmico e, neste caso, vale a lei zero
da termodinamica: se um corpo A esta em equilibrio térmico simultaneo com

os corpos B e C, entdo B estd em equilibrio com C (Fig. 13.8).

Fig. 13.8 — Corpos em contato térmico.

A inje¢do de calor num sistema pode ser feita através da realizagao de
trabalho mecénico, dissipagdo elétrica ou iluminag@o. A quantidade de energia
(translacional, rotacional e vibracional) contida num sistema é chamada de
energia interna. A conservagao de energia estabelece que o calor fornecido a
um sistema ¢ usado para alterar a energia interna e/ou realizar trabalho
mecénico (W). Este principio é conhecido como [ lei da termodindmica e

pode SE€Tr €EXPresso matematicamente como:
Q=AU+W

Voltaremos a enfocar este assunto no proximo capitulo.
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13.7 Transmissao de calor

O calor pode ser transmitido de trés formas distintas: pela conducdo,
radiacdo ou convexdo. Na conducdo, embora seja necessario um meio material
para haver a transmissdo de calor, ndo existe transporte de massa. O que
acontece € que ao aquecer uma parte de um soélido, as moléculas ali contidas
vibram com amplitudes grandes e transmitem esta vibragdo para moléculas
vizinhas. No caso dos metais, os elétrons de conducdo também sio
importantes no mecanismo de transmissao de calor.

Ja no caso da convexao, o calor ¢ transportado devido ao movimento
de massa. Ao se aquecer parte de um fluido, variacdes de densidade e/ou
pressao fazem com que a matéria se movimente, transmitindo o calor. Um
exemplo tipico, ja citado anteriormente, € o congelamento dos lagos a partir da
superficie, pois a agua fria (abaixo de 4 °C) ¢ menos densa e sobe. Quando o
fluido ¢ obrigado a se mover devido a agdo de algum agente externo como por
exemplo, um ventilador, temos o que se chama de convexao forgada.

A terceira maneira pela qual o calor ¢ transmitido ¢ através da
radiacdo. Neste caso, ndo ¢ necessaria a presen¢a de um meio material para
transmitir a energia. Esta transmissdo ¢ feita por intermédio de ondas
eletromagnéticas, do tipo radiagdo infravermelha, que € emitida sempre que
um corpo ¢ aquecido.

Neste capitulo daremos uma énfase maior a transmissao de calor pela
condugdo. Vamos considerar uma barra de sec¢do transversal A e
comprimento L, cujas extremidades estdo em contato térmico com dois corpos
de temperaturas T, ¢ T, (T, > T,), como mostra a Fig. 13.9. Para uma
determinada posicao x ao longo da barra, a quantidade de calor por unidade de
tempo (corrente térmica) cruzando a area A naquela posicdo depende dos
seguintes fatores:

(i) tipo de material da barra — tem materiais que conduzem calor melhor que
outros, como por exemplo o cobre conduz calor melhor que o ago. A
“facilidade” que um material possui para conduzir calor ¢ dada pela

condutividade térmica K.
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(i1) a area da barra — quanto maior a area da barra maior serd a corrente
térmica, pois teremos naquele plano mais atomos participando do
processo de condugio.

(iii) o gradiente de temperatura — a corrente térmica dependera da diferenga de
temperaturas entre as camadas de atomos adjacentes (a2 esquerda e a

direita) ao plano caracterizado pela posigao x.

T1 T2

0

L

Fig. 13.9 — Condugdo de calor por uma barra isolada lateralmente.

Pelos argumentos expostos acima, podemos escrever a seguinte

expressdo para a corrente térmica H:

dQ _ _gadT

dt dx

Se a barra for isolada termicamente, como € o caso da Fig. 13.9, existe
conservagdo da corrente, ou seja, todo calor que entra numa extremidade da

barra saira pela outra, pois ndo existem perdas. Nesta situacdo, H independe de
X e, conseqiientemente, dT/dx é constante. Assim,

dr _T,-T,
dx L
€ consequentemente,
T, -T
H=KA-'—2
L

Neste caso, a distribui¢do de temperatura ¢ uma reta, como mostra a
Fig. 13.10(a). Por outro lado, se a superficie lateral da barra ndo for isolada,

havera perdas de calor por convecgdo e a corrente térmica diminui conforme x
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aumenta. Neste caso, dT/dX| também diminui e, como conseqiiéncia, temos a

distribuicao de temperatura mostrada na Fig. 13.10(b).

A

T

T,

T,

Fig. 13.10 — Distribui¢do de temperatura ao longo de uma barra isolada (a) e ndo

isolada (b) lateralmente.

A seguir, vamos analisar dois exemplos onde a equagdo da
condutividade se aplica. No primeiro exemplo, vamos considerar duas barras
de mesma sec¢do transversal, porém de materiais diferentes e condutividade
diferentes, como mostra a Fig. 13.11. As barras sao isoladas termicamente em

suas laterais. Queremos determinar qual € a temperatura do ponto de jungdo.

T] K] K2 T2< Tl
| ———— > ————
L, L,

Fig. 13.11 — Barras de materiais diferentes colocadas em série.

Como as barras estdo isoladas, a corrente térmica ¢ constante e,

portanto:
T-T T-T,
H=K A T KA L

1 2

de onde obtemos:
KLT +KLT
T: 2 1 2 1 2 1
KL +KL
2 1 1 2
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e apods substituir na expressdo para H temos:
H= &(T -T )
K2L1 + Kle L2

e no caso particular em que K, = K, recuperamos o resultado ja conhecido da
barra isolada. A distribui¢do de temperatura ao longo das barras depende da
razdo entre K; e K,. Se K; > K, temos a distribuicdo de temperatura mostrada
na Fig. 13.12.

0 L, Li+L,
Fig. 13.12 - Distribui¢do de temperatura ao longo duas barras de materiais diferentes

colocadas em série.

Como segundo exemplo, vamos considerar um cilindro oco, de raios a
e b, como mostra a Fig. 13.13. A parte interna do cilindro é mantida a uma
temperatura T, enquanto que a externa ¢ mantida em T, (T, < T;). O
comprimento do cilindro é L e a condutividade ¢ K. A corrente térmica ¢é
radial. A area é dada por A = 2nrL e, portanto:

L

TN . I .

Fig. 13.13 — Cilindro oco com condugdo térmica radial.
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d—rf = —K27trLd—T

H=—KAd ir

Como H ¢ constante, pois nao ha perdas, podemos integrar esta igualdade para
a <r<b eno caso em que T1 >T> T2 . Como resultado temos:

2nLK
H= W (T,-T,)

Para finalizar este capitulo, vamos abordar rapidamente os outros dois
tipos de transmissdo de calor mencionados no inicio. Na convexdo, estamos
interessados no seguinte tipo de problemas: dado um corpo a uma temperatura
T envolvido pelo ar atmosférico (mais frio) tal que o corpo esta mais quente
AT quando comparado com o ar, quanto calor ele perde por unidade de
tempo? A corrente térmica do corpo para o ar tem uma forma similar a da
conducdo térmica:

H=hAAT

onde A ¢é a area onde estd havendo perda de calor e h ¢ um nimero que

depende de AT (em geral h o AT ), da geometria do corpo e sua orientagao

no espacgo, ja que a convecgao se deve ao fato que o ar quente sobe. Portanto,
uma placa deitada tem um h diferente ao de uma placa em pé.

A transmissdo de calor por radiagdo ¢ proporcional a T*, como T
sendo a temperatura absoluta (Kelvin):

R =ecT*

Aqui, R ¢ a corrente térmica emitida por unidade de area, e ¢ a emissividade
do corpo (0<e<l)e o ¢é a constante de Stefan-Boltzmann

(t=57x10""—¥—).
mz(oK)
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1-

2-

Exercicios

Na perfuragdo de um bloco de latdo (¢ = O.Igc—‘;lc) de 500 g, é fornecida

uma poténcia de 300 W durante 2 minutos. Qual ¢ o aumento de
temperatura do bloco se 75% do calor gerado o aquece? O que acontece
com o0s 25% restantes?

Suponha que o calor especifico de um corpo varia com a temperatura de
acordo com a expressdo ¢ = A + BTz, onde A e B sdo constante e T em °C.
Compare o valor médio de ¢ entre T=0¢ T =T,, com seu valor em T,/2.

Considere um corpo sélido com momento de inércia I. Mostre que devido
a uma pequena variacdo de temperatura AT, este momento varia de Al =
20AT, onde o é o coeficiente de dilatagdo linear. Com este resultado,
calcule de quanto varia o periodo de um péndulo fisico sujeito a uma
variagdo de temperatura AT.

Mostre que a corrente térmica em uma substincia de condutividade K
situada entre as superficies de duas esferas concéntricas ¢ dada por:

d 4nkr r
K _yofr-1 )
dt 12/ —r
2 1
onde 1, € 1, sdo respectivamente os raios das superficies interna e externa e
T,>T,.

Um sistema termodindmico ¢ levado do estado inicial A a outro B e
depois trazido de volta a A pelo ponto C, como ilustra o diagrama da Fig.
13.14. Calcule o trabalho realizado pelo sistema para efetuar o ciclo
completo.
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6-

T P avmd)

V(m3) -

Fig. 13.14

Uma barra com coeficiente de dilatag@o térmica a e modulo de Young Y

(% = Y%) esta presa entre duas paredes, conforme mostra a Fig. 13.15.

Calcule a tensdo na barra quando a temperatura ¢ acrescida de AT.

for

Fig. 13.15

Qual a quantidade de calor necessaria para transformar 1g de gelo a —10
°Cc (Cgeto = 0.55 cal/g °C, Ly = 80 cal/g) em vapor a 100 °C (Ly = 540
cal/g)?

Coloca-se uma barra de metal (C = 0,2 cal/g® C) a 100°C sobre um grande
bloco de gelo a 0° C. Qual ¢ a massa da barra se quando o sistema atingir
o equilibrio térmico 500 g de gelo se derreteram?

Coloca-se um bloco de gelo a —20 °C dentro de um recipiente
hermeticamente fechado com 200g de vapor de agua a 100 °C. Se a massa
do gelo € 500 g, qual sera a temperatura final do sistema?
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10- Encontre o gradiente de temperatura e a corrente térmica numa barra de
condutividade K, comprimento L e seccdo transversal irregular, como
mostra a Fig. 13.16.

< L >
T1>T2 A 2A T2
—
L2
Fig. 13.16

12- Duas barras de materiais diferentes, com comprimentos, modulos de
Young e coeficientes de dilatagdo térmica dados respectivamente por L,
Ly, Y1, Yz, 0 € an, estdo presas entre duas paredes como mostra a Fig.
13.14. Calcule a distancia percorrida pelo ponto de juncdo das barras
quando o sistema ¢ aquecido de AT. Qual € a tensdo nas barras?

o, Y o, Y,
Ll L2
Fig. 13.17
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TERMODINAMICA
DO GAS IDEAL

14.1 Introducgéo

Consideremos um gas ideal contido num cilindro com pistdo como
mostrado na Fig. 14.1. Mediante a movimentagdo de émbolo, ¢ possivel
comprimir ou expandir tal gas e neste processo havera variagdo de pressdo
e/ou temperatura ja que estas variaveis estdo vinculadas pela equacdo do gas
ideal (PV = NKT).

Imaginemos que a pressdo P do gas ¢ maior que a pressdo atmosférica.
Neste caso, a tendéncia do gas é empurrar o pistdo para fora do cilindro. Se o
pistdo desloca-se lentamente uma distancia dx, o trabalho realizado pelo gas

sera:
AW =Fdx =P Adx =PdV

onde A ¢é a area do pistdo expansdo ¢ dV = Adx corresponde a variacdo de

volume durante a expansao.

[ ]

Pa

Fig. 14.1 — Gés ideal num cilindro com pistdo.

Assim, se imaginarmos o gas expandindo-se de um volume V; até um
volume V,, o trabalho total realizado é:
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V2
W=| PdV
Vi

Se acompanharmos a evolugdo da pressdo com volume num diagrama PV,
como o da Fig. 14.2, o trabalho realizado pelo gas serd a area sobre a curva.
Esta area depende de como o gas ¢ levado do ponto 1 ao ponto 2.

P

\Y

V1 V2
Fig. 14.2 — Diagrama PV de um gas.

A Fig. 14.3 mostra dois possiveis caminhos que podem levar o gas do
ponto inicial ao final. No processo (a), inicialmente o sistema sofre uma
transformagdo isobarica (pressdo constante), seguida de uma transformagao
isocorica (volume constante). J& no processo (b) temos inicialmente uma

transformagao isocoérica seguida de uma isobarica.

@
P2 _____ -
o
P ®) oy
V, V,

Fig. 14.3 — Trabalho realizado em dois processos diferentes.

Analisando as areas sob as curvas (a) e (b), vemos que no primeiro
caso, o trabalho realizado ¢ P, (V,- V) enquanto que no segundo, o trabalho
¢ P1(V, — V). Embora os processos sejam diferentes, eles produzem a mesma
variagdo da energia interna do gas AU = U, — Uj, ja que esta s6 depende dos
estados inicial e final do sistema. O trabalho realizado ¢ diferente em cada
processo € portanto, pela 1* lei da termodinamica, o calor transferido também
0 sera.

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecanica, calor e ondas



Termodindmica do gas ideal 267

Vamos agora imaginar um processo (Fig. 14.4) no qual o sistema ¢
conduzido de um estado 1 até um estado 2 através de um caminho A e trazido
de volta a 1 por um outro caminho B, fechando desta forma o ciclo de
transformacao.

P
1

v

Fig. 14.4 — Trabalho realizado num ciclo completo do gas.

Durante o ciclo completo, a variac¢do total da energia interna é nula e
portanto
W=Q

de modo que todo o calor absorvido pelo gas foi usado na realizagdo de
trabalho, ndo contribuindo em nada para a alteragdo da energia interna do
sistema.

A energia interna de um gas ideal, como ja discutimos anteriormente,

provém essencialmente da energia cinética de seus constituintes, de modo que:

U=3NK,T
2
e assim, nos processos onde ndo ha alteracdo de temperatura, AU = (. Esta
relacdo foi verificada experimentalmente por Joule, através de uma expansao
adiabatica (sem troca de calor) do gas, como mostrado na Fig. 14.5. Um gas
isolado termicamente expande no vacuo, mudando seu volume de V, para V; +
V,, apos a remogdo da parti¢do mostrada. Embora haja variagdo de volume, o
trabalho realizado pelo gas ¢ nulo, pois a pressdo da interface é nula. Por outro
lado, devido ao fato da parede ser isolante, Q = 0 ¢ pela 1* lei da
termodinamica AU = 0. Assim, se U = U(T), a ndo variagdo da energia interna
implica na ndo variagdo da temperatura. De fato, Joule observou que a
temperatura indicada pelo termometro T acoplado ao sistema ndo muda

durante o Pprocesso.
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H termOmetro
gas isolante
\ o
SV Va

Fig. 14.5 — Expansdo livre de um gas.

14.2 Capacidade térmica

Como o gas ideal pode sofrer transformagdes tanto isocoricas quanto
isobaricas, definimos dois tipos de capacidade térmica:
(1) a volume constante: C, = (dQ/dT),. Como V ¢ constante, dV =0 e dW = 0.
Logo: C, =dU/dT.

s < . dQ\ _du (dW) (dW)
11) a pressao constante: = =] === 412 = AW ) . Para um
(ap C (dT)p ar Tar ) =S g )

gas ideal, PV = nRT e, portanto, PdV + VdP = nRdT. Como estamos tratando
de um processo onde a pressao ¢ constante, dP = 0. Logo, dW = PdV = nRdT
e consequentemente,

C,=Cy+nR

14.3 Tipos de expansées

(a) expansdo quase estatica - O processo € denominado de quase estatico

quando ¢é executado lentamente, de modo que a variagdo das grandezas
termodindmicas ¢ infinitesimalmente pequena entre dois passos consecutivos
do processo. Obviamente, o experimento de Joule discutido anteriormente ndo

¢ uma expansao quase-estatica.

(b) expansdo isotérmica - Neste caso, a temperatura ¢ mantida constante.

Sabemos que para o gas ideal PV = nRT, logo P = (nRT)(1/V) e esta curva no
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diagrama PV da Fig. 14.6 é chamada de isoterma.

AP
. (Pl,Vl)

\ / Pal/V (isoterma)

e (P25V2)

\Y

Fig. 14.6 — Expansdo isotérmica.
Na isoterma de um gas ideal (PV = nRT) temos: PdV + VdP = nRdT
=0 = dW =PdV = - VdP. Entretanto,
dv

_ nRT _ _DRT _ dav
=V = dP = V2 dV = dW nRTV

e assim, o trabalho realizado quando o gas vai de V,a V, é:

W, = VV nRTd7V = nRT/n(V,/V,)

(c) expansdo adiabatica - Nesta transformagdo o sistema encontra-se
termicamente isolado tal que Q = 0. Neste caso, ha variacdo da temperatura do
gas, como pode ser visto pela Fig. 14.7, de modo que o processo inicia-se

numa isoterma T, e termina em outra isoterma T,.

AP

\ PV f
expansdo adiabatica

\

>
>

Fig. 14.7 - Expansdo adiabatica.

Queremos calcular qual é a relagdo entre P ¢ V durante o processo
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adiabatico. Como dQ = 0, dU = Cy dT e dW = PdV, a 1* lei da termodindmica
pode ser escrita como: 0 = CydT + PdV, e portanto, PdV = -CydT.

Da lei dos gases ideais temos que PdV + VdP = nRdT. Multiplicando
os dois lados por Cv obtemos:

Cv(PdV + VdP) = nR(Cv dT) = -nRPdV

= PdV(Cy +nR)=-CvVdP  C,PdV =-Cv VdP
Definindo y = C,/Cy temos: ydV/V = —dP/P . Integrando, obremos:

v)=() = () =m(5)
|2 |=-m|2] = 2] =m[-
4 “(VIJ “(Pl — My, ) T,

Vo) P
= (7?) :P_; = PIVIY :P2V2Y

isto é, num processo adiabatico PV = constante. Como para o gas ideal PV =
nRT, obtemos uma expressao alternativa:

TV"' = constante
Para o gés ideal U=2nRT=dU=2nRdTedV = CVdT, logo

CV =3nR. Por outro lado C, =Cy +nR = C, =3nR e, portanto,

CP 5 ;-
= —— == para o gas ideal.
Y Cy 3 P g

14.4 Método de Riichhardt para determinag¢éo de y

O método de Riichhardt mostrado na Fig. 14.8, permite a medida da
razdo y = Cp/Cy de um gas. Consideremos um gas contido num recipiente
grande, de volume V. Conectado a este recipiente existe um tubo, cuja area da
secgdo transversal é A, no qual uma bola de metal de massa m (que se encaixa
perfeitamente no tubo) pode deslizar formando uma sistema equivalente a um
pistdo. Devido a compressdo e descompressdo do gas, esta massa oscila em

torno de sua posi¢do de equilibrio (y = 0). A presenga da esfera metalica faz
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com que a pressdo interna seja P = P, + mg/A na posi¢do de equilibrio, onde

P, ¢ a pressdo externa (atmosférica). Chamaremos de t o periodo de oscilagao.

>0
lem y=0

A%

A

P=P,+ 22

Fig. 14.8 - Método de Riichhardt para determinagdo de .

Dando um deslocamento y na esfera, a variacdo do volume do gas é
AV =yA, de forma a haver uma variagdo de pressdo AP acompanhando AV.
Este incremento na pressao produz uma forga restauradora F = APA. Supondo
que o processo seja quase estatico e adiabatico temos:

PV’ =const. = YPV''AV+V'AP=0

Usando AP = F/A e AV = yA, obtemos:
YPV''yA+V'F/A=0

2
de onde tiramos: F =_%y, que nos leva a seguinte equagdo de
movimento:
d’y yPA?
m—-+ =0
v
que ¢ a equagdo diferencial de um movimento harmonico simples de
frequéncia:
o? — YPA?
o mV
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e periodo:

T=271 sz
\ YPA

Desta forma, conhecendo-se P, V, m e A, podemos medir T ¢ obter y como

sendo
_ 47*mV

T A?Pt?

Exercicios

1- Um gas ideal, inicialmente com pressio P; e volume V,, expande-se
adiabaticamente até a pressdao P, e volume V,. Mostre que o trabalho
realizado ¢ W = (P,V, — P,V,)/(y - 1) onde y = C,/C,

2- Calcule o rendimento (1= W/Q,, Q;= calor recebido pelo sistema) do
ciclo do Otto (Fig. 14.9).

3- Calcule o rendimento do ciclo de Carnot (Fig. 14.10).
4-

isoterma

A A P ¢“

~-» adiabaticas
»

adiabatica
| T
e T
I V1 VZ V g >
A\
Fig. 14.9 Fig. 14.10

5- Explique porque o calor especifico a volume constante ¢ menor que o calor

especifico a pressdo constante.

6- Calcule o coeficiente de dilatagdo volumétrica de um gas ideal a pressdo
constante.
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7- Calcule o coeficiente de dilatagdo volumétrica de um gas ideal durante uma
expansao adiabatica.

8- Calcule a compressibilidade (K = Ld_V) de um gas ideal.
V dP '’y

9- A velocidade média das moléculas de um gas ideal ¢ 500 m/s. Se o gas
mantiver a mesma temperatura e as massas moleculares forem duplicadas,
qual sera a nova velocidade média?

C
10- Mostre que para um gas diatomico y = C—p = %
v

11- Calcule o trabalho realizado na expansao isotérmica de Vi a V, de um gas
real.

12- Considere o ciclo térmico mostrado na Fig. 14.11. a) Calcule o calor
fornecido ao sistema na isoterma 1 — 2, b) Calcule o trabalho na isobarica
2 — 3 e ¢) Calcule o calor fornecido ao sistema na isocorica 3 — 1

AP

P,

(isoterma)

Vl V2

Fig. 14.11
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REsSPOSTAS DOS
EXERCICIOS

Capitulo 1

11-5v2, T=3i+4]j+5k

15-a)da.b=4, a+b=i+j+7k, a-b=31-5]+k,

55,220

b) a, :—gi——j+— k, ¢) alzﬁﬂ - j+ -

7 7 7 7
1.6 — b) V29, cos 0= 4/v/29, tg ¢ = 3/2, ¢) &, :3(i+}'+f<), d)

a, =-i+k

k, 5L=%i+%j+2—’7212

1
/—f f:r(cos(9i+sen93)
\) — V=v, (—sen®i+cos0 j)

VXT =-1V, k

1.1l - v.r =-r v, (—senBcos 0 +senOcos0) =0

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecanica, calor e ondas



276 Respostas dos exercicios

112 -a) 6x, b)COSX _2SCNX ) ox (14 2y 4 4x? +x7)
X X
x* +6x° —6x
S
(x2+3)

L13=a)0, b) ——L, ¢)1, d)-1/16
T

1.14 —a) 1/x, b) /nx
1.15—2a) 20 x*, b) 6x™+8x-5, ¢) cosx —senx, d) 2x, e) senx + Xxcosx
~1)’ :
f) —2/x°, g) 2()(—)2, h) (1+x) ", i) y = —cossec” X,
(x2 +1)

1

N . 1
= ’k = —
DYy W )y

3
2x2

1.16 —a) sec’x, b)a, c)2, d)nx"'—senx, e)-—senx cos(cosx), f) I
1.17 — /4

1.18—a) 3x*2+C, b)7x/3+x*2x+C, ¢)-15/11x"+83x’+C
1.19-a)6, b)34/3, c)(-1)2, d)1/4

120-a) x, =—1/4, b) y, =-25/8, ¢) y=2(x+1/4)* —25/8,

d) 1,-3/2,1) 19/6
Capitulo 2
2.1 — Demonstragao

2.2 —Emrelacdo ao solo: y;=0,y,=5/9 h,y; =8/9 h, y4,=h, comh =2m

2.3 — a) Xmax = (4/27) @°/b” em t = 2a/3b, b) v(t) = 2at-3bt>, v = 0 para t =
2a/3b, c)a=2a—6bt,a=0parat=a/3b
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3V 2/3
2.4 - d:i(—oj v,

S 2A
107
2.5 —a) Ver figura ao lado
8
b)tc=4s, ¢)8m
E6]
d) v =4 m/s 24 A
g B
e)2s g2
0 = ; : .
0 1 2 3 4 5
Tempo (s)
Capitulo 3

3.1-a=(a/R), p=(a2R)t
32—, -V, =0l + 0l 12 20, o1, 1, cos[(®, —o,) t]

33_, __ 2mRgh ____gh® _ (emght)'/R

T earr?) T (W ranr) (h* +4n°R?)

34-v, :\/gh(1+ 1+(%)2J

3.5 —Para R > v,’/g

visen’ 0

_ vgsen’ 9 (= 2v,sen0
2g - B

B

36— X, =
2g gsenao

cotga, z

max

37—a)send=g/20=% =0 =30, b) ymx = 2/2=5m, c) R=2 v, cosd =
20~/3 m,d) 6 = 60°

VoV \'%
38—d:%+ é(H‘FVOXj VOx’ Ymax:H—i—ﬂ

3.9 a)te =25, b) H=85m, ¢) xe = 100/+/3 m, e = 80 m
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2
310 H- g(vo sen26j
2\ g
311 -b) tea g . Vg sen 26 . Vo sen20 0
: o =" - » € max A
8 Vg cos® 0 2g 2g
R:Vf)sen26
g
Capitulo 4
4.1-0=30"
M _1
42- 1 _ 1
M, 3
4.3 —2g/15 (para cima)
44-M,=4Kg
45— 4 =2 M, -2uM, g, a, = M, —2uM, g
A M, +4M, i M, +4M,

T= M,M, (2 +p)
M, +4M,
4.6 — ag = g tgh. Neste caso, N = mg/cosO

pcos0 +sen0d —pcosO+sen0
4.773 i :7g5 -
™ cosO—psen® cos0+ psen O

min

48-a)a=(2x/L-1)g b)x=L/2

1 1-
49-a)F=3Mg, b) F_ = 3Mg( +“e), F_ =3Mg (“j
I—p, I+p

€

3
2mv,2

3b
411-a)a=2/5g b)T=3/5¢

410-d=
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2M,M 2M,M
412 — , = 273 gs a,= . g
" AMM, + MM, +M,M, P 4AMM, +M M, + M, M,
9. = (M1+M2)M3 T= 21\/111\/[21\/[3
*TAMM, + MM, t MM, & T 4MM, + MM, + MM, ©
2
4.13 —a) tgd = F/3Mg, b) T = (g) +(Mg) »
| F) . F
) u=,|1+|—| +—
n (3ng 3Mg
414 - Tj-nh-itlp
n
2
4.15-2) cos0 = | [1+(285) _1], b) T =Mglcosd
2gl v2
4.16 —a = g cotgh. Neste caso, T = mg/send
417-a)tgh = p., b) F, = HME
NI+l
F M, _
418-a) F =, +p )M, +M,)g, b)a,=—"——p_ g(1+2 ) a =
M2 M2
Mg
4.19 —a) F=2uMg cosO, b)a = g(ucosO - senb)
tgb + 1 mg
420-a F=m+Mm , h N=—————
) M £ 1 — utgb ) cosO—pusen O
Capitulo 5

5.1 — Demonstracao

5.2-AW = (F-2uMg) Ax
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53—
U
® \ 2 b) (il_[rj =0 parar=ry,, ¢)
Ty
12 6
. _du _ L™ T,
T (i)
I d)AE=C
54—-d=4/57¢
5.5-a) v, =+/5gR ,b) 06 =20.3"
5.6 -
| D LU |
A L/
i L X b) F(x):—i—gz—nsennx
i !
¢) vo=2/'M

V2
5.7 — a) K = mg(h-2R) = 1/2 mvs, a :%:y%, ON=0=h-=
5/2R, d) N(0) = mg(%—2—3cos 6)

58—a)lm, b)0.79m, c¢)H=Lsen30°=1.72m

s9-d=d,|1-28
v
Ve 1
510-H=-%| ————
2¢g (lﬂ,tcotgej
5.11 - v, =+/5gR

S. C. Zilio e V. S. Bagnato Mecanica, calor e ondas



Respostas dos exercicios 281

mv;

R

5.12 - a) v(0)= \/V0 +2gR(1—cos0), b) N(0)=mg(3cos0-2)—

3gR

2
c 0=
) cos 3

2

ky mg)’ m’g’
513 —a) U(y) = 5~ —mgy, b) U(y)— el , ©)

m
qu :Tg’ d) Ymax :_’ e) Vmax g\/7

5.14 —a) v(0) =+/v2 — 2gL(1—cos0) ,b) T(0) ==
C) (VO )min = Vv SgL

2.2
515-a) E,(x) = mzf —%kx2 —umgx ,

2 2,2
m m m
b) EK(x)=—%(x+“kgj p (1) 0 X =0

d) 3/4
5.16 —a) E; = 2mgR + 1/2 kR?,
b) E(0) = 1/2 mv* + mgR (1+cos6) + 1/2 kR?
¢) v'(0) = 2gR (1-cosh), d) N(0) =kR + mg (3cos6-2)

d) k=5mg/R
Capitulo 6
61— V= (2g;1/[ cos 0
1+ —) /M 2
m’ V' +sen” 0

6.2—-t=148s
6.3 -v=57.14 co/s
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6.4
E(t) A e

| :

_ 1|, (Mg
6.5h—2g{vo (CD)}
6.6 — Vz\/%tgh(\/Kg t)

6.7—v=61.6 m/s

t

>

Capitulo 7

_ v, (m, _m2)+ 2m,v, _ 2myv, i Vz(mz _ml)

71 = v, = Vo =
m, +m, m, +m, m, +m, m, +m,

7.2 —05=90" ¢ tgd= ' , AEx = Ey; (3-5mp/m,)

2 2
73— cosf=1-—"0 Vv
(m+M)*> 2gL
9 m?v? AE 1( 9m)
74-a)h=—=MV" ) AE_ 1[5 Im
Vh= Mg TE T160° M
_mv, +MV
7.5—-a) VCM_—erM ,

M M
b) pyr = mn:_M(V_Vo)’ Por :HIIT_IF—M(VO _V)
2MV - v, (M —m) _2mv, - V(M -m)

©) Vi = M+ m S M +m

7.6—a)vi=3m/s, b)AE=-9]
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283

7.7 - a) VOIZ\/EX, b)I1=2km x, ¢) —
m 2

7.8 — Demonstragdo

7.9*&) VCM:V(), b) V= (1+3—m)V0,d) EKr =

2M
%m+M
IVeu ="y V09 e

AE _3
E, 4

9m
==Z=—E.

4M 17
2V

3/
<«
\

.
3m/2M Vo
< ,

m,k m,k
710—- v, =V — —ZXaV2:VCM+ — X
ml(ml +m2) mz(ml +m2)

m,m,

T (Vi v))

7.11 - S
T i (m, +m,)
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